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PRÉFACE 


Pour répondre à un désir exprimé maintes fois 


par mes élèves de l’École Nationale des Beaux- 
Arts, je me suis décidé à publier le Cours que je 
_ professe à cette Ecole depuis plusieurs années. 


Il comprend deux parties distinctes : l’une de 
Mathématiques pures, Vautre de Statique. 


Le programme de la partie Mathématique se 
compose : des éléments de la Trigonométrie, de 
la Géométrie élémentaire des coniques et de no- 
tions de Géométrie analytique, dE Caleul diffé- 


rentiel et intégral. 
Il m'a semblé qu'il n'y it aucun intérêt à 
faire paraître mes lecons de Trigonométrie et de 


_ Géométrie des coniques, car j'y emploie les 


méthodes classiques qu'on trouve dans n'importe 
quelle Trigonométrie élémentaire destinée aux 


élèves de l’enseignement moderne et dans un 
traité quelconque de Géométrie. 


_ Il n'existe, au contraire, à ma connaissance du 


_ moins, aucun ouvrage où soient réunis, sous la 


forme très élémentaire que je me suis efforcé de 
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leur donner, les rudiments de Géométrie analy- 
tique, de calcul différentiel et intégral nécessaires 
aux Jeunes architectes qui veulent lire et com- 
prendre les traités scientifiques relatifs à leur art. 

J’ose donc espérer que la publication de cette 
partie de mon cours pourra rendre quelques 
services non seulement à mes élèves, mais encore 
à tous ceux qui ont besoin d'apprendre l'ABC de 
l'analyse mathématique. 

M. Meysson, élève à l'École des Beaux-Arts, 
s’est chargé de noter mes lecons orales et de les 
rédiger. Cela constitue le fond de ce volume, 
imprimé en gros caractères. 

J'ai cru bon d'y faire plusieurs additions dont 
quelques-unes, notamment dans le calcul des 
dérivées et celui des intégrales indéfinies, sont 
assez importantes. Ces compléments, que je ne 
professe pas, sont imprimés en caractères plus 
petits et les numéros correspondants sont marqués 
d'un astérisque. 

Mon but, en les adjoignant à mon cours, a été 
de faire ainsi un livre renfermant tous les faits 
mathématiques qu'il est utile de connaître ‘pour 
pouvoir lire un ouvrage courant de Construction. 

Pour faire le choix des matières j'ai pris pour 
prineipaux guides les deux traités suivants : 

Cours de Construction professé par E. Bruxe à 
l'École des Beaux-Arts, publié par A. Framanr: 

Traité de stabilité des Constructions de M. J. 
Pizzer, professeur à l'École des Beaux-Arts. 


1 


* Plusieurs ce exemples pratiques que je donne 
dans < ce volume sont empruntés à ces deux excel- 
= lents ouvrages. | | | 


ere tiens, en terminant: à adresser ici mes plus 
‘4 remerciements à M. Meysson pour la cons- 


_cience avec laquelle il a rédigé mes leçons, et à. 
| 1 mes Éditeurs, MM. Carré et Naud, pour les soins 


qu ils ont apportés à l'exécution AGEN de ce 
livre. R 


Carlo BourLET. 


a 
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- Paris, mars 1901. 
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COURS 
DE MATHÉMATIQUES 


CHAPITRE PREMIER 


CALCUL DES DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES 


$ 1. — NOTION D'UNE FONCTION D'UNE VARIABLE 
1. Définitions. — On appelle quantité variable ou 


plus brièvement variable une quantité susceptible de 
prendre diverses valeurs. 

Par opposition, on dit qu’une quantité est constante 
lorsque sa valeur est fixe. 

En général, on désigne une variable par l’une des 
dernières lettres de l'alphabet et une constante par 
Buneérdes prenrières.. 


2.— On dit qu'une variable est fonction d'une autre 

variable lorsque la valeur de la première dépend de 
celle de la seconde; ou mieux, y est fonction de x si 
à toute valeur de x, appelée variable indépendante, 
correspondent une ou plusieurs valeurs bien déter- 
minées de y. 

ExempLes. — On rencontre couramment des exemples de fonc- 
tions : la longueur d’une barre de fer dépend de la température de 
la barre; si la température augmente, la barre s’allonge et si la 
température baisse, la barre se raccourcit. La longueur de la barre 
est donc une fonction de la température. 

La surface d’un rectangle, dont la base est égale à un mètre et 


dont la hauteur varie, dépend de la hauteur. Cette surface est une 
fonction de la hauteur, 
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La surface d’un cercle est fonction de son rayon. 


8. — Au point de vue mathématique, une fonction 
y de la variable x est définie dès qu’on se donne une 
relation entre x et y qui permet de calculer y quand 
on connait x. 


Exempze.— La relation 
YF =2X +3 (1) 


définit une fonction y de la variable x; car à chaque valeur de x 
l'égalité (1) fait correspondre une valeur pour 7. 
Pour x =", on 4 
VS be 
pour æ —=— 1, 
A 


Y= 0 +S ZUNE 


et ainsi de suite, 


4. — Il peut alors se présenter deux cas : 


1° La relation est résolue par rapport à y; on dit 


que la fonction est donnée sous forme explicite. 


C'est le cas de l'exemple précédent. 


2° La relation n'est pas résolue par rapport à y; on 
dit que la fonction est donnée sous forme implicite. 


Exempze. — Considérons la relation 


NES EST. (2) 
On en tire 
Ses D pe 
d'où 
F = HE Vrai) 
On voit donc qu'à toute valeur de x correspondent deux valeurs 


de y qu’on nomme les deux branches de la fonction implicite 
définie par la relation (2). 


5. Notation. — Une fonction de la variable x se 


NOTIONS SUR LES LIMITES 3 


représente souvent par un symbole tel que f(x), ce 
quise lit f de x. 

On appelle valeur numérique d’une fonction, la 
valeur qu'elle prend lorsque l’on donne à la variable 
une valeur particulière. 

Pour désigner la valeur numérique de la fonction 
f (x) pour une valeur particulière de la variable, on 
remplace, dans le symbole, x par cette valeur. Ainsi 
f () désigne la valeur numérique de f (x) pour x = 1. 


ExemepLzes. —Considérons la fonction 
l'H=PTEENE 
BOUT, ONa 
pr ot, 


3 est la valeur numérique de la fonction y pour x = 1. 
Si on désigne cette fonction par f (x) au lieu de y, on écrira : 


Anse 


f(a) signifiant que, dans la fonction f (x), on a donné à la variable 
x la valeur 1. 
Soit encore la fonction 


7 ne À 
(x) Pr 
FOUT L'— 0/-on 4 
OR 1 
f(o) ER ARS 
pour 4 —1,0ona 
À RMeonreaeé d O 
fu) I+I FT 
pour &æ ——2,0na 
Â—1 3 
— 9)2Z —— = — 
fase 
$ 2. — NOTIONS SUR LES LIMITES 


6. Définitions. — On dit qu'une quantité y qui dé- 
pend de la variable x, a pour limite b, lorsque x tend 
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vers &, Si on peut donner à x des valeurs assez voi- 
sines de la valeur & pour que les valeurs correspon- 
dantes de y diffèrent d'aussi peu qu’on le voudra de la 
valeur 0. 

En particulier, on dit que y a pour limite b lorsque 
x tend vers zéro si on peut donner à x des valeurs 
assez petites pour que 7 diffère de b d'aussi peu que 
l'on voudra. 


ExempLze. — Soit la fonction 
= x? + 1. (1) 


Quand x tend vers 0, y tend vers 1. 
En effet, on a : 


Pour que y — 1 soit plus petit que ,ilsuffit que x soit plus 


petit que 


, en valeur absolue, car son carré x? sera plus petit 


> 
TE \4 I 
que (=) ou — et on aura 
10 


100 
I 
JY—iIZ= a < é 
t 100 
O it, d : l l i ; 
n pourrait, de-mème, rendre ÿ == "1" plus pEINQUES . 
1000 
I 
5 re Le: 
10 000 


Donc y tend vers 1, quand x tend vers zéro, puisque y peut dif- 
férer d'aussi peu que l’on voudra de la valeur 1 pour des valeurs 
suffisamment petites de x. 


1. — On dit qu'une quantité croit indéfiniment, si 
elle peut, en valeur absolue, dépasser tout nombre 
positif si grand qu'il soit. 

Lorsqu'une quantité croit indéfiniment, elle peut 
le faire de deux facons : soit en étant positive et on 
dit alors qu'elle croit indéfiniment par valeurs post- 
lives ; soit en étant négative et on dit, alors, qu’elle 
croit indéfiniment par valeurs négatives. 
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Pour représenter un nombre très grand en valeur 
absolue, positif ou négatif, on emploie souvent les 
symboles abrégés + oo où — . 


| è ; I 
Exempze. — Soit la fraction y = ——. Lorsque x tend vers o elle 
z 


croît indéfiniment. Pour cela, il suffit de montrer que y peut dé- 
passer en valeur absolue tout nombre positif si grand qu'il soit; 
par exemple que y peut être plus grand que 1 000 000. 
Or, si on prend : 

é I 

Valeur absolue de x << 

1 000 000 
on aura bien : 
Valeur absolue de ÿ > 1 000 000. 


Si + est positif, y sera positif; donc si x tend vers o par valeurs 
positives, y croît indéfiniment par valeurs positives. 

Si x est négatif, y sera négatif; par suite, si æ tend vers o par 
valeurs négatives, y croit indéfiniment par valeurs négatives. 


8. Proprietes élémentaires des limites, — Les li- 
mites jouissent de certaines propriétés que nous ne 
ferons qu'énoncer (!). 


9. 1°° PROPRIÉTÉ. — S1 plusieurs quantités ont sépa- 
rément des limites, leur somme a une limite qui est 
la somme de leurs limites. 


10. 2° PROPRIÉTÉ. — Si plusieurs quantités ont sépa- 
rément des limites, leur produit a une limite qui est 
le produit de leurs limites. 

Exempce. — Soient y et =, deux fonctions de x. Si x tendant vers 
zéro, y à pour limite b et z a pour limite c, d’après la première 
propriété, la somme y + = à pour limite b + c et, d'après la se- 
conde propriété, le produit y3 a pour limite be. 


41. 3° PROPRIÉTÉ. — Si dans un produit de facteurs 


() Le lecteur désireux de connaître ces démonstrations pourra se reporter 
s] L x # ’ e e * : 4 9 é 
à notre Cours d’algèbre élémentaire. (Paris, A. Colin et Cie), p. 512. 
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un des facteurs croît indéfiniment et qu'aucun autre 
ne tend vers zéro, le produit croît indéfiniment. 

En particulier, toute puissance, à exposant entier 
et positif, d’une quantité qui croit indéfiniment, 
croît aussi sans limite. 


42. 4° PROPRIÉTÉ. — Si les deux termes d’une frac- 
tion ont séparément des limites et si la limite du dé- 
nominatleur est différente de zéro, la fraction a une 
limite qui est le quotient des limites de ses deux 
termes. 


43. 5° PropRriéTE. — Si dans une fraction le numéra- 
teur a une limite différente de zéro et que le dénomi- 
nateur tend vers zéro, la fraction croît indéfiniment. 


; À I “ EV 
Exempze. — Soit la fraction —— dont le numérateur est diflé- 
x 


rent de o. Si le dénominateur tend vers 0, la fraction croît sans 
limite comme nous l'avons vu au n° 7. 


414. REMARQUE. — Si les deux termes d’une fraction 
tendent vers zéro, on ne peut rien affirmer. La frac- 


. 3 EE Mn à 
tion se présente sous la forme indéterminée Te La 


fraction peut avoir une limite ou croître indéfiniment. 
Trouver la limite lorsqu'elle existe c’est trouver la 
vraie valeur de la fraction. 


ExEMPLEs.— Soit 


(2) 


x tendant vers 1, x—1 tend vers zéro; le carré de x, x?, tend 
vers 1 etx?—1 tend vers zéro. Donc, x tendant vers 1, les deux 
termes de la fraction tendent vers zéro, il y a indétermination de la 


e) 
forme — . 
oO 
Mais l'égalité (1) peut s’écrire : 


ai (æ — 1) (x +) 


; TT = x +, 


M? 
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en divisant haut et bas par (x — 1) et lorsque x tend vers 1,æ +1 
tend vers 2. Donc la vraie valeur de la fraction pour x = 1 est 2. 
On a levé l’indétermination, 
Soit encore 
1 
PT ee 
Lorsque x tend vers 1,les deux termes de cette fractiontendent vers 
RS pese AS (0) 
zéro, il y a indétermination de la forme — 
0 
Mais la fraction peut s’écrire 
(tx—i)(x+ir) x+i7 


(x— 1) x —1 ? 


en divisant les deux termes par (æ — 1). Quand x tend vers r, le 
numérateur (x + 1) tend vers 2; le dénominateur tend vers zéro, 
la fraction croît indéfiniment (n° 18). 

L'indétermination a été levée. 


15. 6° ProPpri£TÉ. — Lorsque dans une fraction le 
numérateur reste fini et que le dénominateur croit 
indéfiniment, la fraction tend vers zéro. 


, I ; ; 
Exempze. — La fraction — tend vers zéro quand x croit sans 
ES 
limite. 
En effet, si on veut avoir 


il suffit que l’on ait 
LA 10000! 
c'est-à-dire 
Valeur absolue de x > 100. 


On peut donc prendre x assez grand, en valeur absolue, pour que 
T : Ë À + . . 
soit et reste plus petit que tout nombre donné positif, si petit 


qu'il soit. 


16. 7° PROPRIÉTÉ. — Si une quantité positive a une 
limite, la racine carrée de cette quantité admet 
aussi une limite qui est la racine carrée de sa limite. 


RES. 
se 
= * ALOE 
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11. Théorème, -- Tout polynôme, entier en x, croit 
indéfiniment en même temps que x et, pour des valeurs 
suffisamment graides de x, il est du signe de son terme 


de degré le plus élevé. 


| 


Soit, par exemple, le polynôme 


y—= ax + bx + cx + d, 


+ 


a; b, c, d étant des nombres fixes. 
Mettons ax° en facteur, nous aurons, après simpli- 


fications, 


D C d 
3 
VEUX AA 4 Rp. 
Ÿ ( TT ax? ) 


ax 


Lorsque x croît indéfiniment, les trois derniers 
termes de la parenthèse tendent vers zéro, d’après 
la 6° propriété (n° 15). 

La quantité entre parenthèses a donc une limite 
qui est la somme des limites (première propriété 
n°9) el cetté Litniteres ti 

Le premier facteur ax° croit indéfiniment puisque 
x croit indéfiniment. 

Donc y, produit de deux facteurs dont le premier 
croit indéfiniment et dont le second a pour limite : 
(limite non nulle), croît indéfiniment (3° propriété 
nl) 

De plus, comme la quantité entre parenthèses a 
pour limite 1, on peut prendre x assez grand pour 
que cette quantité diffère de sa limite d'aussi peu 
qu'on le voudra, et, par suite, soit positive. Pour ces 
valeurs de x, y sera alors du signe de son terme de 
degré le plus élevé ax. | 

Ce raisonnement peut se faire sur un polynôme de 


n'importe quel degré. 
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ExempLes. — Soit le polynôme 

FY=—5x +6. 

Si æ croît indéfiniment, ÿ croit indéfiniment et lorsque x est suffi- 
samment grand, y est du signe de x?. Or x? est positif car le 
carré d’un nombre positif ou négatif est positif. Donc y est positif. 

Soit encore le polynôme 

ENT ET 


Lorsque x croît indéfiniment, y croît indéfiniment et quand x est 
suffisamment grand, y est du signe de 2x*. 

Si x est positif, x° est positif; donc, x croissant indéfiniment par 
valeurs positives, y croit indéfiniment par valeurs positives. 

Si æ est négatif, x° est négatif car les puissances impaires d’un 
nombre négatif sont négatives. Donc, x croissant indéfiniment par 
valeurs négatives, y croît indéfiniment par valeurs négatives. 


[l 


$ 3. — ACCROISSEMENTS, DÉRIVÉES, DiFFÉRENTIELLES 


18. Définition de l’accroissement. — Lorsqu'une 
quantité variable passe d’une valeur à une autre, on 
dit qu'elle subit un accroissement qui est l'excès de 
la valeur finale sur la valeur initiale. 

Ainsi, si une quantité variable x passe de la valeur a 
à la valeur D on dit qu’elle a recu l'accroissement b—a. 

a est la valeur initiale et b la valeur finale. 

L'accroissement peut être positif ou négatif. Il est 
nul dans le cas particulier où la valeur finale est égale 
à la valeur initiale. 

Il est bon de remarquer, de suite, que, d’après la 
définition même de l'accroissement, la valeur finale 
est égale à la somme de la valeur initiale et de l'ac- 
croissement. 

Ainsi, si 2 est l'accroissement, on a 


NEA, 
d'où 


DER fi) 


10 COURS DE MATHÉMATIQUES 


19. — Considérons une fonction y de la variable x. 
Supposons que pour x = & on ait y — À et pour 
tr bonat up, 

a et À sont les valeurs initiales de x et de y; et b 
et B sont les valeurs finales de x et de y. 

La variable x ayant recu l'accroissement bd — à, la 
fonction y aura subi l'accroissement B — À qu'on ap- 
pelle l'accroissement de la fonction correspondant à 
l'accroissement b — a de la variable. 


Exempzes. — Considérons la fonction 
y = ax? +5 (x). 
Potro on a ÿ —6 (valeur initiale) 


pour zx =3, on a.y=—14 (valeur finale} 


L’accroissement de la variable lorsqu'elle passe de la valeur tr à 
la valeur 3 est 3— 1 —2 et l'accroissement correspondant de la 
fonction est 14—6—8. 

Considérons encore la même fonction : 


pour æ——2 ona y —9g (valeur initiale) 
pour æ——1 ona y —6 (valeur finale). 
L'accroissement de la variable lorsqu'elle passe de la valeur — 2 
à la valeur — 1 est — 1 — (— 2) = + 1 et l'accroissement corres- 
pondant de la fonction est 6 — 9 = —3. 
20. Notation, — Pour désigner l'accroissement 


d'une quantité on la fait précéder du symbole A. 
Ainsi, Ax désigne l'accroissement de x, Ay l’accrois- 
sement de y. 


Dans l’exemple précédent on a done Ax = 2 et Ay 


La valeur initiale étant x et l'accroissement Ax, la 
valeur finale est x + Ax. 


21. Fonctions continues. — On dit qu’une fonction 
d’une variable x est continue pour x — a si l’accrois- 
sement de la fonction qui correspond à un accrois- 
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sement donné de la variable, à partir de la valeur 
initiale &, tend vers zéro en même temps que l’ac- 
croissement de la variable. 

Si on donne à x un accroissement Aa: il en résulte 
pour y un accroissement A7; la fonction est continue 
si Ay tend vers zéro en même temps que Ax. Ceci 
revient à dire qu’on peut prendre Ax assez petit pour 
que A7 soit aussi petit qu'on le voudra, en valeur 
absolue. 

En d’autres termes, lorsqu'une fonction est con- 
tinue on peut faire varier x assez peu pour que la 
fonction ait varié d'aussi peu qu'on le voudra. 

Une fonction continue varie donc par degrés insen- 
_sibles et ne peut pas sauter brusquement d’une valeur 
à une autre. 

Toutes les fonctions que nous aurons à étudier 
dans ce cours sont continues sauf pour les valeurs 
exceptionnelles pour lesquelles elles croissent sans 
limite. Nous l’admettrons sans démonstration. 


22. Definition de la dérivée. — Etant donnée une 
fonction y d'une variable x, donnons à cette variable 
un accroissement Ar et soit A7 l'accroissement cor- 
respondant de la fonction. Si le rapport = a une 
limite lorsque Ax tend vers zéro, cette limite est 
appelée la dérivée de la fonction, pour la valeur x de 
la variable. 

D’une facon plus brève, la dérivée d’une fonction 
est la limite du rapport de l'accroissement de la fonc- 
lion à l'accroissement correspondant de la variable, 


lorsque l'accroissement de la variable tend vers zéro. 
ne A7? 
Il est bon de remarquer ici que, pour que Fer 


puisse avoir une limite, il faut que Ay tende vers zéro 
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en même temps que Ax car S'il n'en était pas ainsi 
Ay SP PL n IR : ee NU 
—- croitrait indéfiniment: ceci revient à dire quil 
A 

faut que la fonction soit continue (n° 21) pour que la 
dérivée existe. 


23. Exemple I. — La dérivée d’une constante est 
égale à zéro. 

En effet, si une fonction y de zx est constante, 
c'est-à-dire conserve toujours la même valeur, l'ac- 
croissement Ay de la fonction, qui correspond à un 
accroissement quelconque Ax de la variable, est tou- 
jours nul, car les valeurs initiale et finale de la fonc- 
tion sont les mêmes. On a donc, toujours, 


A y 
APS E 


A 
lim (2) = 0, 


24. Exemple II. — La dérivée de x est | ESA GE, 
Car, si on prend 


ét par suite 


tentes 
on à 
AY AT 
donc 
Ay 
AD # 


étopar suite, 


25. Exemple III. — La dérivée de x° est 2x. 
On a 
y —=X", (1) 
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donnons à æ un accroissement Ax, y prendra un ac- 
croissement Ay et sa valeur finale est : 


y + Ay —=(x + Ax). (2) 
Retranchant les égalités (1) et (2) on a 


Ay =(x+ Ax) — x° 
— 2° + 2x A + (Ax) — 2° —0xAx + (Ar). 


Divisant les deux membres par 4x, il vient: 


A? 
ox —- Ax, 
AZ 


et, quand Ax tend vers zéro, on a 


lim (2) — 24. 


y 
L 


26. Notation. — Pour désigner la dérivée d’une 
fonction de la variable x on fait précéder cette fonc- 
tion du symbole D,. Ainsi, D,7, D,f (x) désignent les 
deriveesidonyr et dev’ (r). | 

Lorsque cela ne peut donner lieu à aucune ambi- 
guité, on emploie, de préférence, la notation plus 
simple qui consiste à affecter la fonction d’un accent. 

Ainsi, y’, f(x) désignent encore les dérivées de 
Reef): 

DOTE CM OT AUFAL NE 0; 
DT OEUF AN) KIT, 
SANS AA ON AURA = 2: 


27. Théorème. — La dérivée du produit d'une fonc- 
lion par une constante est égale au produit de la dérti- 
vée de la fonction par la constante. 
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Soient, en effet, y une fonction de x admettant une 
dérivée y’ et a une constante. 
Considérons le produit : 


D U: 


Donnons à x la valeur x + Ax, y prendra la va- 
leur y—+Ay, a ne varie pas et z prend la valeur 
a(y +Ay). L'accroissement de z est donc : 


Az=a(y+Ay)— ay —=aAy. 


on en tire : 


et, par suite, 
Az ) A7y 
se s $ 
um (—— )— «alim —Z= | —= ay. 
AX AE Ÿ 
z admet donc une dérivée 


RE 00 

28. Dérivees d’ordre supérieur au premier, — 
Lorsqu'une fonction de x admet une dérivée, pour 
toute valeur de x, cette dérivée est aussi une fonction 
de x qui peut elle-même admettre une dérivée. Cette 
dérivée de la dérivée est ce qu'on appelle la dérivée 
seconde de la fonction. De même, la dérivée seconde 
peut admettre une dérivée qu'on appelle la dérivée 
troisième, etc... 

On nomme, alors, la dérivée, proprement dite, 
dérivée première, pour la distinguer des autres. 


ExemPze.— La dérivée première de x? est 2x, sa dérivée seconde 
est2 X 1 — 2, en appliquant le théorème du n° 27. 

La dérivée première de x est 1. La dérivée seconde est égale à 
zéro. Il en est de même de toutes les dérivées suivantes, 
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29. Notation, — On désigne la dérivée seconde en 
faisant précéder la fonction du signe D’, ou, plus 
simplement, en affectant la fonction de deux accents. 

Ainsi, y”, f(x) sont les dérivées secondes de y et 
fix). | 

Pour les dérivées troisième, quatrième, n°", on 
places 4... 2 accents. 


30. Definition de la différentielle, — On appelle 
différentielle d’une fonction le produit de la dérivée 
de cette fonction par l'accroissement de la variable. 

Soit y une fonction de x ayant pour dérivée y', la 
différentielle est par définition y'\x, Ax étant un 
accroissement arbitraire de la variable indépendante, 
accroissement quon considère, en général, comme 
étant très petit de telle sorte que la différentielle 
soit aussi une quantité très petite. 


31. Notation. — On désigne la différentielle de y 
en faisant précéder y de la lettre d ; ainsi, 
OU) y AT. 


Appliquons ceci à la fonction y—>x. On a, par défi 
nition, 


dx — 1.Ax. 


puisque la dérivée de x est 1. 
On a, par suite, 


La différentielle d’une variable indépendante est 
ésale à son accroissement. 
On peut donc écrire 


AN NTUT Re 
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d'où on tire 

dy 

CCE 


! 


Ve 


La dérivée est le quotient de la différentielle de la 
fonction par la différentielle de la variable. 
dy 


D'où, la nouvelle notation Tr Pour représenter 
è EX 


la dérivée. 


Exempze,— La dérivée de x? est 2x: la différentielle sera donc 
dx? = 2x dx. 


32. Différentielles d’ordre supérieur au premier. 
— La différentielle seconde est la différentielle de la 
différentielle première où l’on considère la différen- 
tielle de la variable indépendante comme une cons- 
tante. 

La différentielle première étant donnée par l'égalité 


UE VE 


pour avoir la différentielle seconde il faut prendre la 
dérivée par rapport à x de y'dx. 

Or dx, qui est l'accroissement de x, étant une 
constante, la dérivée de y'dx est, d'après le théo- 
rene eduAn 27 cUre 

La différentielle seconde est donc : 


didy)=y".dr.dx: (1} 

Au lieu d'écrire deux fois le signe d de la différen- 

tiation, on convient de ne l'écrire qu'une fois avec 
l'indice 2 et alors l'égalité (1) s'écrit, 


d'y =y" (dx), (2) 
d’où on tire : ; 
y —= 2) 
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La dérivée seconde est donc le quotient de la difjé- 
rentielle seconde par le carré de la différentielle de 
la variable indépendante. 

Prenons, par exemple la différentielle seconde de 
la variable indépendante x. La dérivée seconde de x 
est nulle, donc la différentielle seconde l’est aussi : 


LEE" 


33. — La différentielle #roistème est la différentielle 
de la différentielle seconde. 

On a donc : 

d'y = d'(d'y) — d[y"(dx)] 
EEE SUR RON BTE Ce BD RU TE nee 

On en tire: 
dy 
dx 


[I 


d/) 


La dérivée troisième est le quotient de la différen- 
tielle troisième par le cube de la différentielle de la 
variable. 


34. — On définirait, de même, les différentielles 
quatrième, cinquième, etc. 2°”",eton prouverait que : 
La difjérentielle n°" est le produit de la dérivée 
n°" par la puissance n°" de la différentielle de la 
variable : 
PNR OT AE 


et qu'inversement : 


LS PSS d” nus 
La dérivée n“"* est le quotient _— de la différen- 
A 


tielle n“"° par la puissance n°" de la différentielle de 
la variable indépendante. 
Toutes les différentielles de la variable indépen- 


BourLet. Cours de math. 2 
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dante x, d'ordre supérieur au premier, sont nulles. 


CAT br 2 
DLEEOS d'x—07eéic; 

Exempe. — Soit la fonction y — x?. La dérivée première est 
y’ = 2x ; la dérivée seconde y” — 2 ; la dérivée troisième y" =. 


La différentielle première est donc 


(4 dome 34 
la différentielle seconde 
Ce NE ne 
la différentielle troisième | 
dre 0: 
$ 4. — THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES DÉRIVÉES ET 


LES DIFFÉRENTIELLES 


35. Théorème I. — La dérivée d'une constante est 
égale à zéro. (Voir la démonstration au n° 23.) 


36. Corollaire. — La différentielle d'une cons- 
tante est nulle. 


37. Théorème II. — Lorsque plusieurs fonctions 
d'une méme variable admettent, chacune, une dérivée, 
leur somme admet, également, une dérivée qui est la 
somme des dérivées de ces fonctions. 

Soient, en effet, uw, v, 4 trois fonctions de la varia- 
ble x admettant des dérivées. Nous allons montrer 
que leur somme 


y—=u+v+w 


admet une dérivée qui est la somme w'+0'—w de 
leurs dérivées. 

En effet, donnons à x un accroissement A xet soient 
Au, Av, Aw les accroissements correspondants des 


ci à à RENE 
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trois fonctions 4, v, w. Ceci veut dire que, pour la 
valeur x + Ax dela variable, ces trois fonctions pren- 
nent, respectivement, les valeurs wu+A&, o+A 0, 
w + A y et par suite leur somme prend la valeur 


u + Au + + Ag —H 4 + Aw. 


L'accroissement de y correspondant à l’accroisse- 
ment A x de la variable, est donc 


Ay = u—+Au<+ 0 + Av + w + A —(u + 0 + w) 
ou, en simplifiant, 
Ay — Au + Av + Aw. 
On a donc, en divisant les denx membres par A x, 


A7 hs AU Ac Aw 


à e A 
Or, par hypothèse, lorsque Ax tend vers zéro, — 


Av Aw 
tend vers w/, —— tend vers #’ et —— tend vers w’, on 
AD Ax 


° Ay nn 

en conclut (n° 9) que leur somme —- a une limite 
AX 

qui est la somme des limites. y admet donc une déri- 

vec 


y=u+v +w. 


38. Corollaire.— La différentielle d'une somme de 
plusieurs fonctions est égale a la somme des différen- 
telles de ces fonctions. 

Soil 

Y=U+V HW, 
on à 


y=u + 0 + w; 


PA PEUT SO ONE ENT RS LR ENS "TE à VTT AVIS RTE MIE 
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en multipliant les deux membres par dx on a 
y'dx = udx + v'dx + w'dx 
ce qui peut s’écrire 
dy = du + dv + dw. 

39. Théorème III. — Lorsque plusieurs fonctions 
admettent, chacune, une dérivée, le produit de ces 
fonctions admet une dérivée qui est la somme des pro- 
duits obtenus en remplacant, dans le produit consi- 
déré, successivement, chacune des fonctions par sa 
dérivée. 

1° Cas de deux facteurs. — Soient, d’abord, u et v 


deux fonctions de x admettant des dérivées uw! et v’. 
Nous allons montrer que le produit 


YU 
admet une dérivée qui est 
LAS Là 1 ! 
Y —= UV + vu. 


Donnons, en effet, à x un accroissement Ax, il en 
résultera pour w et v des accroissements Au et Av. 
Ceci veut dire que, pour la valeur x + Ar, les fonc- 
tions w et prennent les valeurs 4 + Au et v HA; 
par suite, le produit prend la valeur 


(u + Au) (0 + Av). 


L’accroissement du produit y, correspondant à l’ac- 
croissement Az de x, est donc : 


Ay = (u + Au) (0 + Av) — uv 
ou, en effectuant et simplifiant, 


Ay = uAy + vAu + Au,Avy, 
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Divisons par Ax, et il vient 


1e À Pere n RARES Ap. (1) 


ï A 
Lorsque Ax tend vers zéro, T- tend par hypothèse 


Au Ë Av “re 
— tend vers w/. Par suite, u— a pour limite 


A 
vers p et 
AT AX 


/ AU ENV ; Res 
uv! et rer a pour limite ou’. Le troisième terme du 


1PTANIe Au 
second membre de l'égalité (1), Fe Av, se compose de 


deux facteurs: le premier qui a une limite finie w/, le 
second qui tend vers zéro. Car #, admettant une déri- 
vée, est une fonction continue {n° 22) et, par suite, 
son accroissement As tend vers zéro en mème temps 
que Ax (n° 21). Le troisième terme a donc pour limite 
Zéro. 

AT : 

es étant la somme de trois termes, ayant chacun 
une limite, a une limite (n° 9) qui est la somme des 
limites de ses termes. Donc, y admet une dérivée 
qui est 


y = uv + vu’. 


2° Cas de plusieurs facteurs. — Le théorème, étant 
vrai pour le cas de deux facteurs, s'étend facilement, 
de proche en proche, au cas de plusieurs facteurs. 

Soient w, v, w trois fonctions de x, admettant des 
dérivées, w/, v', w'. On peut écrire le produit 


DU UN) y, 


en le considérant comme un produit de deux facteurs 
uv et w qui admettent chacun une dérivée. y admet 
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donc une dérivée fournie par la règle précédente (cas 
de deux facteurs) 


So A 
s 


y = (uv) w'+ (uv) w (x 


mais on sait que la dérivée de (uv) est us’ + vu! et, en 
portant cette valeur dans l'égalité (1), on a 


y! = uv" + (us! + ou!) 
LOI EUOM LE QU 


| 


Le théorème, étant vrai pour trois facteurs, s’éten- 
dra au cas de quatre facteurs, en considérant le pro- 
duit uvws de quatre facteurs comme le produit des 
deux facteurs www et s et en appliquant la règle éta- 
blie pour deux facteurs ; et, ainsi de suite, de proche 
en proche. 9 | 


40. Corollaire I.— La différentielle d'un produit de 
plusieurs facteurs est égale à la somme des produus 
obtenus en remplaçant successivement chaque facteur 
par sa différentielle. 

En effet soit 

y —=UVW, 
on à 
y'—= vœu! + uwv'+ uv”. 


Multipliant les deux membres par dx, on a 


y'dx = vwu'dx + uwo'dx + uow'dx, : 
ou dy = vwdu + uwds + uvdw. 


41. Corollaire II. — La dérivée ou la différentielle 
d'une puissance entière et positive d'une fonction s'ob- 
lent en multipliant cette puissance par son exposant, 
en diminuant, ensuite son exposant d'une unité et en 


\ 
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multipliant le tout par la dérivée ou la différentielle 
de la fonction. 
En d’autres termes si on a 


y — LT 
on a 
/ m—1,,/ 
Vo Inu u ° 
et 
dy — nu" du. 
Prenons d’abord un cas simple. Soit : x 


DRE LL 


ceci peut s’écrire 
Y = UUU. 


Mais la dérivée de ce produit de trois facteurs est 


Le) 
(n°:39) 0 
y = uuu + uuu + uuu 
DU EU UE UU 


— 34°. 
Passons au cas de m7» facteurs. On a : 


YU" —= UUU... U, 


où 1l y a »2 facteurs dans le dernier membre; on en 
conclut : 
y =uuu... uU +UWU...U +... 


le second membre étant une somme de 7» produits. 

Un quelconque des termes de cette somme se com- 
pose d’un produit de (n2—1) facteurs égaux à w et d'un 
facteur égal à uw’. On peut done écrire 


y un HU u"— 174! le. Don 


TO Te 


puisqu'il y a » termes égaux à u”—‘u’ 


24 COURS DE MATHÉMATIQUES 


42. Théorème IV.— Lorsque deux fonctions admet- 
tent, chacune, une dérivée, leur quotient admet une 
dérivée, qui est une fraction ayant pour numérateur 
l'excès du produit de la dérivée du numérateur par le 
dénominateur sur le produit de la dérivée du dénomi- 
nateur par le numérateur, et pour dénominateur le 
carré du dénominateur du quotient proposé. 

En d’autres termes, soient &w et v deux fonctions 
admettant des dérivées uw’ et v’, Le quotient 


u 
UE V , 
admet une dérivée qui est : 
p Up—Vu 
DS o? à 


Donnons à x un accroissement Ax; uw prendra un 
accroissement Au et v un accroissement Av. Pour la 
valeur x + Ax de la variable, le quotient 


aura la valeur 
u - Au 
p + Av 


L'accroissement du quotient, qui correspond à 
l'accroissement Ax de x est donc 


u +- Au u Au-0— Av:u 


de D DE A ON AD dl 


Divisons par Ax et nous aurons 


Au Ae 


AR TAN AX 
Ax  (p—+Av)o 


ul 
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Lorsque Ax tend vers zéro, Av tend aussi vers zéro, 
car admettant une dérivée est nécessairement une 
fonction continue (n° 22), v + Av a donc pour limite © 


; $ : A? ANS 
et le dénominateur de la fraction y. a une limite °. 


Ax 
v', le numérateur a donc pour limite (n° 9) w'o — v'u. 


1 


ù AU ne Av sv 
Par hypothèse —— a pour limite w/ et Fe a pour limite 
D 


: A? Vo , 
Le quotient _ a, par suite (n° 12), une limite qui est 


,  Vu—uv 
0: 


pourvu que v ne soit pas nul. 


43. Corollaire I. — La différentielle d'un quotient 
est une fraction ayant pour numérateur l'excès du pro- 
duit de la différentielle du numérateur par le dénomt- 
nateur sur le produit de la différentielle du dénomina- 
teur par le numérateur, et pour dénominateur le carré 
du dénominateur du quotient proposé. 


Soit 
u 
U—= — I 
ae an | (1) 
on a 
L u ) vdu — udv 
d adm ra 
o DA 


En effet, y a pour dérivée : 


,  vu—uv! 


multipliant par dx on a 


= ou'dx— uv'dx 
y'dx = RE eux 
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ou 


DA Un 


2 


dy = me 
44. Corollaire II. — Toute puissance entière et 
négative d'une fonction qui admet une dérivée ou une 
difjérentielle, admet aussi une dérivée ou une difjé- 
rentielle donnée par la même règle que pour la puis- 
sance positive (n° 41). | 
En d'autres termes si 


y —> 1? 
etiSi m0, ON a: 
PESER m—1,,/ 
DER AUDE (a) 
ol 
y = USA | (2) 
Posons m7 — — 1m, m' étant positif 
on a 
I 
Pa A ea ve —, ND ETES 
JE URSS 


En appliquant la règle de dérivation d’un quotient 
(n° 42) et remarquant que le numérateur est constant, 
On à : 

VASE 


AE 0) 
TI LEE LL 6 
{ m'u"=t 2m y! mu” uw! 


TL Las 
et, en remplaçant — 72! par m, 
Dem Neu 
ce qui démontre la relation (1). 
Pour avoir la relation (2) il suffit de multiplier les 
deux membres de l'égalité (1) par dx. 
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45. Théorème V.— Lorsqu'une fonction admet une 
dérivée, sa racine carrée admet également une dérivée 
qui est une fraction ayant pour numérateur la dérivée 
de la fonction engagée sous le radical et pour déno- 
minateur le double du radical. 

Soit w une fonction de x admettant une dérivée 


et soit 
y=Vu, 


nous allons prouver que : 
/ 


: u 
AESETE TT E y" 
PE Vu 
En effet, soit Au l'accroissement de u correspondant 
à un accroissement Ax de la variable; y subira un 


accroissement Ay qui est la différence de ses valeurs 
pour © et x -F Ar.Done 


MTS Vu + Au — V4. 


Si nous multiplions et divisons le deuxième mem- 
bre de cette égalité par l'expression conjuguée 


Vu + Au + Vu 


NA = (u | /u + Au Vu) 


nous avons 


NU RE — = 
9 Vu Au RU 
ou 
Nr U + Au —— LU 
Ÿ Vu Hu +Vu 
Au 
À 


Po Eu Vu 


Divisons les deux membres par Ar, il vient 


AY NT 


M Vataut Va 
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Lorsque Ax tend vers zéro, Au tend également vers 
zéro (car w, admettant une dérivée, est une fonction 
continue), V/u + Au a pour limite (n° 16) \/4 et le 
dénominateur a une limite 2 Vu. D'ailleurs, par 
PORTO de ; AY Re 
hypothèse A? une limite w', donc Ne a une limite 


qui est 
/ 


PAS ul (1) 
A EU | 


46. Corollaire. — Difjérentielle de la racine carrée 
d'une fonction. 
La relation (r) qui précède donne 


: udx 
y'Ax = — ; 
2 \/u 
d’où 
d? er 
Te 
“ ; 
47*. Généralisation (!). — Dérivée et différentielle d'un 


radical quelconque. 
Soit « une fonction de la variable x admettant une déri- 
vée u! et soit y sa racine nie : 


ME 
Ÿ ES U, 


On à 


et 


(‘) La fin de ce paragraphe imprimée, en caractères plus fins, n’est pas 
professée à l’Ecole des Beaux-Arts. 
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Il suffit de prouver le théorème pour la dérivée. 
Donnons à x, un accroissant Ax et soit Au l’accroissement 
correspondant de x. On aura : 


Ay = Vu + Au — Vu. 


Pour transformer cette égalité, nous nous servirons de 
l'identité bien connue : 


ZM çmM — (z — c) RARE + cz 2 czm—s CT + en — | 


qui s'écrit : 
zm ras. en 


PMU Te gi em 2 LE cizm—s .+em—1 
. SC rE LMI TRES RU 
Dans cette identité remplaçons 3 par yu<+Au et c par 


n 
‘/u et il vient : 


Au 
An — - US 
+ V(u + Au} —t EL Vu (u + Au)" T2 + Vu? (u—Au)ÿn—S LE... L'un —i 
Divisons les deux membres par Ax et nous aurons : 
Au 
A | Ax 


TT meet Wuçu + du)" =? + Vu (u + Auÿr SH... +Y an 


Lorsque Ax tend vers zéro, le numérateur tend vers u/, cha- 


cun des termes du dénominateur a pour limite (WU et, 


4 5 . ° . PARLER 
comme il y en a #7, le dénominateur a pour limite LILAS 


7 a donc bien une limite qui est : 


u' 


mt Vu — 1 : 


48*. Définition. — Etant donnée une fonction w de la varia- 
ble x et une fonction y de la variable w, y est dite fonction de 
fonction de x. 


RE 7 = I à à 
Ainsi, Vu, u*, — sont des fonctions de fonction. 
u 
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49*. Théorème VI.—- St y, considérée comme fonction de la 
variable u, admet une dérivée par rapport à u, et si u, fonc- 
tion de x, admet une dérivée par rapport à x, y, fonction de 
fonction de x, admet une dérivée par rapport à x qui est le pro- 
duit des deux précédentes, 

Désignons par y!, la dérivée de y par rapport à u et par 
u!. la dérivée de w par rapport à'x. | 

Donnons à x un accroissement Ax et soit Au l'accroissement 
correspondant de w. À cet accroissement Au de uw correspond 
pour y un accroissement Ay. 

Or on a évidemment : 


AY RAY IR 


ALPINE 


; 6 Au "ER ” 
Faisons tendre \x vers zéro. FU aura pour limite uw’, et Au 


4 À Ay LEE” 
tendra vers zéro. Il s’ensuit que 7, aura pour limite ar 


D a) 4 e limite désig l ‘et qui 
onc- à une limite , que nous désignerons par y! et qui 


: x ! / 
est égale à y,.u, : 
Hs PEN 
Jr — Ju Urs 
50*. Corollaire. — La différentielle d'une fonction de fonc- 
tion a la méme forme que st la variable dont elle dépend immé- 


diatement était indépendante. 
On a, en effet, 


dy =Ÿ,, dx, 
or, ve 
donc dj =Tourde; 
et comme UE At, 
on à, par suite : dy =, du: 


La différentielle est donc égale à la dérivée de y par rapport 
à u multipliée par la différentielle de w. Cette différentielle a 
donc bien la même forme que si w était une variable indépen- 
dante. | 
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51*. Remarque, — Le corollaire précédent ne s'étend pas 
aux différentielles d'ordre supérieur au premier. 
Soit 
É Y — f{u), 


u étant fonction de +, on a : 
dy = f'{u) du. 


Prenons la différentielle des deux membres. Le second 
membre est un produit de deux facteurs, /’{u) et du. Le pre- 
mier f’(u) est une fonction de fonction, sa différentielle est 
donc f/{u) du. La différentielle du second est d'u. On a 
donc : 


d?y = f'{u) du? + f' (u) d?u. 


On voit que la forme diffère de celle où « est la variable 
indépendante. Ceci tient à ce que la différentielle seconde de 
la variable indépendante est nulle (n° 32). 


Si TRES 
ON à : DU CLS O0 
et la formule précédente devient : 


dy = f"(x) dx?. 


$ 5. — DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS 
SIMPLES 


52. Dérivée de x”.— La dérivée de x" est mx" —", 
m eélant un entier posilif ou négatif. 


On sait (n° A et 44) que 
HS TRUE ue (1) 


Posons u — x. La dérivée de x est égale à 1 et l’éga- 
lité (1) devient 


Ce) ÆS mx" —1 à 
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Différentielle de x”. — On sait aussi que 
dut = UNE 


En posant u—x,;ona 


dx" = max" 'dx. 


ExempLes. — Soit 
Y —=/#", 
on a : À see 
dy ML dr 
De même, soit Arr 
: HART GE 
On à : NET 
Em NT À 
Ë I 
Soit encore YV=—., 
Fr, 
I I 
. — — (y AN — = 91 — 
on a : LE PEUT = — x ?=—— 
3 -) (x?) TT 
I 
I 
J 2 ? 
/ 
I 2 
UE CES NS SR 
On a : = ([—) —=(x = — 2XT I = — — 
=) 600 _. 
a 
pre 
Enf ; Ut 
nhn, SOI Jar 
! 
I 3 
. = RU EU) RE perce 
on à : SAN = — 3x *=— — 
3 
dy = ——- dx 


53. Dérivée de Ax”.— En appliquant le théorème 
du n°27,.la dérivée de y = Ar est 


RENAN a 
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quel que soit 7», entier positif ou négatif. 


ExempLes. — Soit y — 4x7 on aura : 
dy 
Ab PES E ES SES 6 
Te SOA: 
dy 
— |A PERS 5 
RE HD 2 
PE 
4 ee V4 —7040 2} 
Soit encore 
2 
dé D Ba ; 
LACS SPC ROUE D) 
FUIT DRE x? ? 
d?y ke v' 4 
re x. ? 
LCA 0 2 y" RES 12 
FPE # 


04. Derivée d’un polynôme entier. — Tout poly- 
nôme entier en æ est une somme de termes de la 
forme Ax?. Or la dérivée de Ax? est pAzx ‘(n° 53). 
La dérivée du terme constant est nulle. La dérivée du 
polynôme est la somme des dérivées de chacun de 
ses termes (n° 37). On en conclut donc la règle sui- 
vante : 

La dérivée d'un polynôme entier en x s'obtient en 


. multipliant chaque terme par l’exposant de x dans ce 


terme et diminuant, ensuite, l’exposant de x d'une 
unité. 

Cette règle peut encore s'appliquer au terme cons- 
tant, qui peut être considéré comme contenant x à 
l’exposant zéro. \ 


ExEmpLes. — Soit 
F=xt— 5x + 6x +7, 


BourLer. Cours de math. 3 
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dy 


= 4x — 10 x + 6. 
dx 


Soit encore, 


On a 
dy 
—— — 1820 — 10 x + 45 x? — 7. 
Fe 18 I + 4 o 
55. Produit de deux polynômes.— Sachant calculer 


la dérivée d'un polynôme, nous obtiendrons la déri- 
vée d’un produit de polynômes (n° 89) en appliquant 
la formule 

(uv) = uv! + vu’. 


EXEMPLES : 
y = (+2 +1) (x—3), 
on a 
dy ; 
De (a? Lx x) 1 Ho x + x) (x —3), 
_u = 3x — 4x — 2 
dx 
56. Dérivee d’une fraction rationnelle, — Une 


fraction rationnelle étant le quotient de deux poly- 
nômes entiers, puisque nous savons calculer la déri- 
vée d’un polynôme, nous obtiendrons, de suite, la 
dérivée de la fraction en appliquant (n° 42) la formule 


U } u'0 uv! 
BR — D] T L 1 
( ? 


EXEMPLES : 
Soit 


É _  : DÉRIVÉES DES FONCTIONS SIMPLES 85 


à | Et ba Lo )— (2x + 1) (2? — x 6) +2 
'VORREE A | RE r Er ; 1 
| dy = 6x?—:10x— 11 1 


0 Pr der | 1400 


For jar 


on a 


1) __—9x?— 92x41 


k ; Ps 2 LR ko COR MST 6 
on : FÉES Lee 2%? D, 


x + 
on a AR 


vf 
ES À 
PP à 


ne $ 
(2e + 3x +7) RARES 0) 
É Considérons enfin ; 
At RAD, à er 


4 3 PUS ù 2 HE pu à CA EE + ::° SR 


FPT TES eV 
MC en re 
ER 2 + + 
. 


ne ds 6 


SE PES er Te ' LE 

DAS Cétte D on huhédene 4} 

LENS prs Pb Bi: 

Lo L à 

dre : À ni 

For TE le mice : 
AE arr 2 2 ? 


F ERP 
d vs 
AR 

p". LION 


NS ES Lg-$" 
À Lu 
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et on a alors facilement la dérivée : 


1, 4A (xt — x?) — (4x — 2x) (2x? +) 
TE ALT RES TOR CINE 


At (1 —922? — 7x 


LAXLEE TYE 


57". Dérivée de x". (m quelconque) (!).— Dans tous les 
cas, que m soit entier, fractionnaire, positif ou négatif, on à 


dan = ma —1dx. 


Nous avons vu {n° 44, 44 et b2) que ceci est exact lorsque 
; 1 q 
m est entier, positif ou négatif. Il reste donc à le prouver 
quand m est fractionnaire. 
Ù : 5e D r 
Supposons d'abord 7» fractionnaire positif, »m — LL, Par défi- 
(4 


9 


nition d’un exposant fractionnaire (?), on a : 


D 
BL. 
AM CRIME The 
posons 
LI =NOT 
d’où 
am = Yu. 


On a donc, en appliquant la règle du n° 47, 


dan — DATE 
q q—1 © 
q v ut 


Or 
AU pal de 


et 
RTE = € 8 LR n à er à 


(‘) Toute la fin de ce chapitre ne fait pas partie du cours professé à 
l'Ecole des Beaux-Arts. Elle suppose que le lecteur a des connaissances g 
assez complètes en trigonométrie rectiligne. 

(?) Nous supposons ici que le lecteur sait ce qu’on entend par puis- 
sances à exposants fractionnaires et négatifs. 
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Ce 
SI 


on en conclut 


>) — 1 , D — À 
> HAE px! dax = pai 
q PTE pq — D 
qx q 
et, enfin, 
P D LAS 
À LR 
LT Er 1—D+— DES Je x 1 dx, 
q : q 
P « 27” , 
Comme Se m, ceci s'écrit 


deb mie Lx, 


ce qui est bien la formule annoncée. 
Dans le cas où »2 est fractionnaire négatif, il suffit de recom- 
mencer la démonstration faite au n° 44. 


EXEMPLES : 
2 ? 1 
ee 2 = —1 MoN es 2 dx 
ARE TS dx = —x CLR . 
3 3 7? 
She 
4 1 
J D | Fe, 5 4 
Vas = dat == gs dr x ide yxdx; 
Â 4 
4 Î 
I — — 4 — — 4 dx 
d Tree An An dx = 
xt ? 3Vx! 


58‘. Dérivées des fonctions circulaires.— Un cercle 
trigonométrique est un cercle de rayon égal à 1, sur lequel 
un sens positif de parcours est défini. 

Etant donné, sur un cercle trigonométrique, un are x, posi- 
tif ou négatif, on définit, en trigonométrie, le sinus, le cosinus 
et la tangente de cet arc. À toute valeur de x correspondent 
donc des valeurs bien déterminées du sinus, du cosinus de la 
tangente. Ces trois quantités sont donc des fonctions de x; ce 
sont ces fonctions qu'on appelle fonctions circulaires, et dont 
nous allons calculer les dérivées. 


59*. Lemme. — Le rapport d’un sinus à son arc tend vers 
1 lorsque l'arc tend vers zéro. 
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On admet implicitement dans cet énoncé que l’unité d'are 
est l'arc dont la longueur est égale à celle du rayon. 
Soit donc + un arc. Il s’agit de prouver que 
Ù sin x 
Ho —— — 1, 
TL 
quand x tend vers zéro. 
Supposons d'abord l'arc x positif. Puisqu'il tend vers zéro 


— . Soit, alors, AM 
cet arc (fig. 1). Abaissons de M 
la perpendiculaire MP sur le rayon 
OA et prolongeons le rayon OM 


jusqu'en son point de rencontre 


nous pourrons le supposer plus petit que 


T 
T'avec la tangente en À au cercle. 
Le rayon OA étant pris pour unité 
OPUS et l'arc x étant compris entre o et 


——, toutes les lignes trigonométri- 
2 LŒ 


ques sont positives et on a : 


MP sin 2 


Fibre. 
AE = tata" 


Or, si on compare les aires des deux triangles OMA et 
OTA à celle du secteur OMA, on a, manifestement : 


are tr. OMA < aire sect. OMA £ aire tr. OTA 


ou 


= MP x OA<Z arc AM x OA< © AT x OA. 
« 2 ci} 


ee 1 PE 
Divisons les trois membres par LA OA, et il vient : 


MP <'arcAM<AT, 
ou 
MALE L'ART 
ou encore 


sinx<x< SMX 
cos x ? 
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puisque, comme on sait, 


_ Divisons les trois membres de la dernière inégalité par 
sin x et il vient finalement, 


1 << 


sin | cos X 


Ceci posé, faisons tendre x vers zéro, par valeurs positives : 
cosæ qui est égal à OP {fig. 1) tend vers r, car M tend vers 


| | ra à 
Aretpar suité OP'tend vers OÀ —r ; DOTE tend aussi vers 


14 


De — qui est Compris entrer et. ——— à 
sinx d P COS æ D'hranc 
limite 1. 
Supposons, maintenant, æ négatif, 
_Posons 
| L=— x 
æ! sera positif. On a, d’ailleurs, 
"JR D DR PTT LT en 
SovSnt d0 —siwx  sinx 
1 


Or, quand x tend vers zéro par valeurs négatives, x/ tend 


wi 


vers zéro par valeurs positives, donc = tend vers 7. La 


+ 


quantité ui lui est toujours égale à aussi pour li- 
q nos di 5 | rt 
Fi miterr. 
| FACTURE : . sin # ass I 
12 fe NO LIEN OO Iuversé-——— 4 Dour limite — 
1 sin Æ | x T 
One. 


ME 69*. DÉRIVÉE DE sin x. — La dérivée de sinx est cosr. 
Soit | Fe 
Ra Ti sinx. 


Donnons à x l’accroissement Ax, y prendra l’accroisse- 
ment : 
Ay = sin (x + Ax)—sinx. 
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Transformons, en appliquant une formule connue de tri- 


| | 


gonométrie : 


AT 
2 


MAR 
Ay = 2sin—" cos (x+ 
2 


on en conclut : 


Ax AX 2 
2 
. + AX 
SES 
2 , . S 
Quand Ax tend vers zéro, le rapport Tee d'un sinus à 
É 2 


: AGE 
son arc tend vers 1, d’après le lemme ; cos (x +=) tend vers 
° 2 
cos zx et, par suite, On à : 


Et AT 
Jim PU Ve COS 
Na 
On a donc 
d (sin x) = cos x dx. 
64*. DÉRIVÉE DE cos x. — La dérivée de cosx est — sin x. 
Soit 


y = COS x. 


Donnons à æ un accroissement Ax, y prendra l'accroisse- 
ment : | 
Ay=tos (x + Ax)— vost. 


ou, d'après une formule de transformation connue, 


AA Ar, 
AY=—2sin— sin (e+ #) : 
2 2 


On en tire : 


Dis RL 
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+ est le produit de deux facteurs. Quand Ar tend vers zéro, 
le premier tend vers — 1, le second tend vers sin +. Donc ei 
a une limite qui est 


Vo + six. 


On a donc aussi : 
d (cosx) de Si TL dE, 


62°. — DÉRIVÉES DE tang +, cotang +, séc x, coséc x. 


AS I ; 
1°/a dérivée de tangx est ——— ou 1 + tang°r. 
cos?x 
On a, en effet. 
sin x 


tangx de 
COS À 


Pour avoir la dérivée de tang x, il suffit donc d'appliquer la 
règle qui donne la dérivée d’un quotient (n° 42). On a donc : 


d sin x : d cos x 
Cm de 
d'tang x dx + SEE 
dx te cos? « 
dtanp re eos de PSM |. I PEN 
a ©; —— = —— — 1 + tang” x. 
dx cos 2? x éos? x 


2° La dérivée de cotangx est — 


ou — ( —- cotangér ) : 


sin<x 
On a : 
cos x 
COLA EL QE + 
ENST 
Donc : 
. d cos x d sin x 
SRE COS de 
d cotang x dx AT 
dx OA sin? x 
TS 
d'où, 
d'cotang x = sin? TX — cos? x I ge RE 
DUR = ee nee 1] — cotang? rar 
dx sin? x sin? x 
sin æÆ 


3° Za dérivée de séc x est — . 
2 
cos? x 


42 COURS DE MATHÉMATIQUES 


En effet, 
= I «1: 
SéCL = —=:(C08 x) , 
cos x 
d séc x oldicos t 
—— = — (cosx) . - , —— + (cos x) 
dx dx 
d séc x sin x 
dx | cos? x 
Nage É cos 
4° La dérivée de coséc x est — ———. 
sin? x 
Car on a : 
À I ! Se 
COSÉC À == — ES TEAM 
SLT 
Donc 
d coséc x 1 Lot d SIRT d he 
— © — (sin #) 7 ————— {sin x 
dx dx 
d cosée x cos x 
dx x sin? x 


63*. Appcrcarrons.— Calculer la dérivée de 


Ye 
Posons 
HS 
on à 
MURS HUE 


y est donc une fonction de fonction (n° 49°). 
Par suite, 


VI COS LT AE. 
Or 
Mut2 ide 
donc 
ON NOUERLE > A0 AUS 
ou 
dy 


SIA COMTE, 


Ale 
sin ®, 


9 


COS x, 


DÉRIVÉE 


S DES FONCTIONS SIMPLES 


Soit à calculer la différentielle de 


Posons 


On a : 


par suite, 


Men Os Va? + 5 


He ere (Æ AT, 


AVE CoB 


dy = — sin u. du. 


x dx 


Mo en, 
Va? Lx 


x dx 


dy = — sin Va Er. ac 


64". Dérivées des fonctions circulaires inverses. — 
FONCTION INVERSE DU SINUS. — Étant donné un nombre x, 


compris entre — 1 et + 1, on montre en trigonométrie quil 


. nes . 4 a T 
existe toujours un arc y et un seul compris entre — = 
2, 


T ; | , FR x ; 
et + — (sur le cercle trigométrique de rayon 1) tel que l’on ait 
: Se. 


sin nu 


On fait ainsi correspondre à tout nombre x compris entre — 1 


| FLAN te 
et + 1 un nombre y compris entre — T ét; on définit donc une 


fonction y de la variable x qu'on appelle la fonction inverse du 


sinus et on écrit : 


ce qui se lit : arc dont 


£ TC 
On sait aussi qu'en dehors de l'arc y, compris entre —-- et 


MATOS Li; 


. 


le sinus est x. 


A 


2 


Lonl 


L 


il y en a une infinité admettant pour sinus le nombre x et com- 


pris dans les formules. 


3 — or Æys 2 (2E + r 7% 


J 


| 0 T D» 7 =. d Le ou À de "4 DUR 2 . " CRT CL FES 
TER LC 47 7 me UN as MEN 1.7 
“ “| dE : : M k 
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où # désigne un entier arbitraire, positif ou négatif. Les va- 
leurs de z, qui nè diffèrent de + y ou — y que par une cons- 
tante, sont ce qu'on appelle les diverses branches de la fonc- 
tion inverse du sinus : arc sin æ. 


65°. Dérivée de arc sin x.— Cherchons la dérivée de la fonc- 
tion arc sin x. — D'après la définition précédente, dire que 
Va ATC SIREN “20 #0 


1 : 
c'est dire que 


Sin Me. (2) 


Admettons l'existence de la dérivée et écrivons que les dif- 
férentielles des deux membres de l'égalité (2) sont égales. 
siny est une fonction de fonction (n° 48*); sa différentielle a la 
même forme (n° 59*) que si y était une variable indépendante ; 
on a donc : 


COS Id ee: 
d'où 
dy "DATES 
CÉPOSNNT e 
Or 


COS RME Vi—sin Ÿ 


et, en vertu de {2}, 
COSIES EVER. "€ 4 
d'où 
nn: 


45 Æ Te 


I 


Vi — x? 


Le double signe Æ s'explique aisément parce que la fonc- 


La dérivée de arc sinx est donc 


. à . è T 
uon à plusieurs branches. Si on prend y compris entre — - 
2 


T ss . : 
et+ = ,c0s y est positif et on doit prendre le signe + ; de 


même, si on prend la branche 247 + y qui a même dérivée 
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que y puisque la dérivée de la constante 2k7 est nulle; mais si 
on considère la branche (24 1)r — y, sa dérivée est égale et 
de signe contraire à celle de y et est, par suite, négative. 


66“. FoncTION INVERSE DU cosiNus. — Etant donné un 
nombre x compris entre — 1 et + 1, il existe, comme on sait, 


| 
un arc y, et un seul, compris entre o et 7, tel que l’on ait : 
COS Y — x. 


À tout nombre x, compris entre — 1 et + 1, on fait ainsi 
correspondre un nombre y, compris entre o et tr; on définit 
donc une fonction y de la variable x. C’est ce qu'on appelle la 
fonction inverse du cosinus et on écrit : 


d'arc cost: 


ce qui se lit : arc dont le cosinus est x. 

En dehors de l'arc y, compris entre o et r, il y en a une in- 
finité d’autres, qui ne diffèrent de + y que par un multiple 
entier de circonférences, et qui admettent même cosinus. [ls 
sont compris dans la formule : 


AO T'Y) 


où # désigne un entier positif ou négatif. Les valeurs de z sont 
les diverses branches de la fonction arc cosx. 


67". Dérivée de arc cosx. — D'après la définition qui pré- 
cède, l'égalité 
ME ATC COST (x) 
équivaut à l'égalité 
COM LC. (2) 


Prenons les différentielles des deux membres de l'éga- 
lité (2). 
Il vient : 
— sin y. dy = dx, 
d'où on tire : 
RE : 


“dx — sin ÿ 


Re pag OO LEE be 14e EN PE ON OT er CON REA EN OT PRE ES ES NPC ES 
% Rx * SUUAS vers CNE WT er 
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Or, ‘or a : | 
SinapE DE Vi —cos? y: 
et, en vertu de l'égalité (2), 


ue 


sy Var iv, 
on-en conclut 


dy Ex I 


Ÿ 


ER EnE Vi Une 


Le 


AE I 
La dérivée de arc cos x est donc = Frpane 
Lente 
Si on prend pour y l'arc compris entre o et x, son sinus est 
positif et on doit prendre le signe (—) devant le radical. 
Pour une autre branche de la fonction le signe à choisir 
serait (—) ou {+) suivant qu'elle est de la forme 247 + y ou 


2kT y. 


68*. — On remarquera que les dérivées de arc cos x et 
arc sin x sont égales au signe près. 

Ceci s'explique aisément car ces deux arcs sont complémen- 
taires puisque le cosinus de l’un est égal au sinus de Lu, 
tous deux étant égaux à x. 


69*. FONCTION INVERSE DE LA TANGENTE. — Etant donné 
un nombre quelconque +, on sait quil existe: toujours un arc y, 
TC 
et un seul, compris entre — — et —+- tel que 

2 
tangy TS 


A tout nombre x on fait ainsi correspondre un nombre y et, 
par suite, on définit une fonction y de la variable x. C'est 
ce qu'on appelle la fonction inverse de la tangente et on écrit : 


Ÿ —'arc tang, 
Ce qui se lit : arc dont la tangente est x. 


s ; T IE 
En dehors de l'arc y, compris entre — 5 et —- + il yena 


une infinité d’autres qui diffèrent de celui-ci d’un multiple quel- 


gt ne el té Se Si dh 


ti 
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conque de demi-circonférences et qui ont même tangente. Ils 
sont compris dans la formule 


me re 


où k désigne un entier arbitraire, positif ou négatif. Les va- 
leurs de : sont les branches de la fonction arc tang x dont y est 


ù la première. 
70*. Dérivée de arc tang x. — D'après ce qui précède, 
l'égalité 
yÿ = arc tangr, | (x) 
équivaut à l'égalité : 
fan reiT) (2) 


En admettant l'existence de la dérivée de y, prenons les diffé- 
rentielles des deux membres de l'égalité (2), On a (n° 62°) : 


(1 + tang? y) dy = dx. 


On en tire : 


AXE . 
dx . 1+ tang? y | 


ou, en vertu de l'égalité (1), 


a 1 
La dérivée de la fonction arc tangx est donc —— 
1+ ZX 


A ÆONCTION “INVERSE DE. LA COTANGENTE. — À tout 
nombre x, légalité 
cotang ÿ = x. 


fait correspondre un arc y, compris entre o et 7, et un seul. 
On définit donc ainsi, une fonction y de la variable x qu'on 
appelle la fonction inverse de la cotangente et qu’on désigne 


par la notation 
‘ Ware cotangx ; 


ce quise lit : arc dont la cotangente est x. 
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En dehors de l'arc y compris entre o et r, il y en a une in- 
finité, compris dans la formule | 


SAT AY, 


qui ont même cotangente que y; les arcs z sont les diverses 
branches de la fonction arc cotang x. 
72*. Dérivée de arc cotang x. — L'égalité 
J\=arc Cotaneit | (1) 
est, par définition, conséquence de l'égalité : 


COLATO VE EC (2) 


En admettant l'existence de la dérivée de y, prenons les 
différentielles des deux membres de l'égalité (2) et il vient 
(n° 62°) : 

— (1 + cotang?r) dy = dx, 
d'où 
dy I 
dx 1 + cotang?y 


28 à & , 
ou, en vertu de l'égalité (2), 


AVE I 
AL E ra 
fire I 
La dérivée de la fonction arc cotang x est donc : — ———: 
| | , 1 + x? 
k r 1 = 
73". — On remarquera que les deux fonetions arc tang x et 


arc Cotang x ont des dérivées égales et de signes contraires. 
Ceci s'explique car ces deux arcs sont complémentaires 
puisque la tangente de l’un estégale à la cotangente de l’autre 


égale A 


74". Apprications.— Calculer la différentielle de arc sin Væ. 


Vx re (le 


Posons 


il vient : 


y are si Vx — arc Sin 4 ; | 
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par suite, 
du 
(4 ere : 
Vi — uw 
Or 
dx 
DA NN Il ua 
2 Vx 
on a donc 
dx dx 


Calculer la différentielle de arc tang — où k désigne une cons- 


k 
tante. 
Soit 
æ 
Var ans = à» 
k 
On a: 


x I 
dE re 
() k 2 k dx 


——_—_—_——_—————— EE ——— 


æ \? x? x? k2 
1+(5) PTE F. 


Calculer la différentielle de arc cos Vi — x. 


Soit 
| y = arc cos Vi — X: 
on a : 
— dx 
Fe dVi—x 2 Vi x 
Vraie Vrrx 
— dx 
ds, 
2x (1—x) 


15". Dérivée de la fonction logarithmique. — Dans ce 


qui va suivre, nous rencontrerons des expressions de la forme 
il : 

(1 + à) « et nous aurons à chercher leur limite lorsque « tend 

vers zéro. 


BourLerT, Cours de Math. 


Le 
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Pour ne pas être entraîné dans des développements trop 
1 | 
longs, nous admettrons, sans démonstration, que (1+a)« a 


une limite quand « tend vers zéro 

Cette limite est ce qu'on appelle le nombre e, qui est un 
nombre irrationnel. 

Les premières décimales de e sont : 


CT 2,910 02010101 


Ce nombre e joue un rôle très important dans la science 
mathématique. | 


76". DÉriniTioN (‘). — Nous rappellerons d’abord, som- 
mairement, la définition et les propriétés des logarithmes que 
nous supposerons connues. 

Soit a un nombre positif appelé base du système des loga- 
rithmes et x un nombre positif arbitraire. 

Il existe toujours un nombre réel y, et un seul, tel que l’on 


ait : 
AUDE 


C’est ce nombre y que l’on appelle le logarithme du nombre 
æ dans le système de base a et on écrit : 


Ÿ — logo X 


Le logarithme du nombre x est donc l'exposant de la puis- 
sance à laquelle il faut élever la base a pour obtenir x. 

À tout nombre positif x on fait ainsi correspondre un nom- 
bre y; on a donc défini une fonction de x. C'est cette fonction 
qu'on appelle la fonction logarithmique et elle n’est définie que 
pour les valeurs positives de la variable. 


77:. PrRoPRIÉTÉS. — Comme 


AU=ENT et AA. 


(} Nous supposons ici que le lecteur sait ce qu'on entend par puis- 
sances à exposants fraclionnaires et négatifs. 
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on a toujours 


logo meto lon: 1. 


Le logarithme d’un produit de plusieurs facteurs est égal à la 
somme des logarithmes des facteurs : 


log, x x'x" = log, x + log, x + log, x”. 


Le logarithme d'un quotient est égal à l'excès du logarithme 
du numérateur sur le logarithme du dénominateur. 


Éd 
x! 


logs = log, x — log,x’. 
Le logarithme d'une puissance est égal au produit du loga- 
rithme de la base de la puissance par l’exposant. 


loire NI x. 


78". LOGARITHMES NÉPÉRIENS. — On appelle logarithmes 
népériens les logarithmes dont la base est le nombre e défini 
plus haut. Ces logarithmes sont encore appelés parfois loga- 
rithmes hyperboliques ou naturels. 

On désigne ordinairement un logarithme népérien par le 
symbole L au lieu de log. 

Ainsi Lx signifie : logarithme népérien de «x. 

Pbisquée—0, onade—r. 


79°. Dérivée De log, x. — Soit 
ha Eure 10g Le 


Donnons à x un accroissement Ar, il en résulte pour y un 
accroissement 


Ay = log, (x + Ax) — logs x. 


Ceci s’écrit, d’après la seconde propriété des logarithmes 


(n° 77°) 
Ay = logs (+2) = log“ £ +2) 
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on a donc : 


Aya Ax ! 
es os (+48) G 
Posons : 
rate ben 7 42 d’où KT =4% 
x 


Quand Ax tend vers zéro, « tend vers zéro. 
L'égalité (1) devient : 
AY I 


I 
PET — loga (1 + à), 


or, d’après les propriétés des logarithmes (no 77°) 


1 
œ 


— loge (1H a) = log, (1 +a)" ; 


donc : 


Cela étant, lorsque Ax tend vers zéro, « tend vers zéro, 

1 1 
(1 + a) tend vers e et, par suite, log, (1 + à,“ a pourlimite 
log, e, en admettant que le logarithme est une fonction conti- 
sx 


aure 1 
nue. —— a donc pour limite — ]og.e et on a : 
Ax P x °6a 


I 


car loge — Tr: 


En effet, on a, par définition du logarithme, 
CRE 


Prenons les logarithmes des deux membres de cette égalité 
dans le système de base a et il vient, en vertu de la troisième 
propriété (n° 77°), 


La. loge = logs arr 
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I 
logs e — ES 


nie fac I $ 
En particulier, la dérivée de Lx est —— Car si la base a est 


On à : 
GÉ Be HP ENCIQIE L 
dx EUX dr 
or, Der, donc 
NE 
2 1 0e TE 
80*. APpzrcations. — Soit w une fonction de x, et soit 
FR: 


y est une fonction de fonction et on a 


du 


- Ainsi, si on prend u x + a, 
dx 
d L (x + a) Ps a +a' 


Calculons la dérivée de | 
y=L{r+Vae +]. 
Posons 
Uu—=X + x? + #. 
On a 
du dx, 
rs [: F rt L F 
x - 2 


du —= 
= Verte 


D'ailleurs, puisque 
j'en RTE 


A RE 0 PU 20. D 
% + Sr: ; À à dd; À 
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On a : | 
du 
dy —_— pr . 
Donc : 
x + x? —+ X d 
Va + k dx 
Res 2e — 
x +Va? FE Va HA 
dy I 


Ce dernier exercice est fort important pour le calcul intégral. 


81". Dérivée de la fonction exponentielle. — a étant 
un nombre positif appelé base et x un nombre quelconque 
appelé exposant, si on écrit l'égalité. 


VE at 


on fait correspondre à tout nombre x un nombre y qui est 
une puissance d'exposant x et de base a. On a défini ainsi une 
fonction y de la variable x qu'on appelle la fonction exponen- 
telle, 


82*. DÉRIVÉE DE a°. — En admettant l'existence de la dérivée 
de a nous allons la calculer. 
Posons : 


| Ne (1) 
on en déduit (n° 76”). 
l0piY = x. (2}* 


Prenons les différentielles des deux membres de l'égalité (2), 
il vient : 
d > 
. loga e — dx 
d'où 


CNRS 
GE der TRE = La,y.dx;; 


dt. lu Le CRÉENT Re AS | 
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ou, en tenant compte de l’égalité (2), 


dy z | 
SUR ar pE ax La, 
dx loga e 


I 
loge ” 


car La — 


La dérivée de a* est donc a* La. 
En particulier, la dérivée de e* est e*; car 
det 
dx 


nier Le='et; 
puisque Le — 1. 


| 2 

83*. Arpcicarions, — Calculer la dérivée de e”, 
> 
Y—.E" 


die cdi et 2x.dx, 


d - 
__… — et 2%, 
L4 hd » 4 
Calculer La dérivée de a’. 
Soit 
Hu 


dy — at La;de'— a’, La;4x* dx, 


dy 


eux a La. 


dx 
Calculer les dérivées de e7 + et. 
Soit 
Varére-en 


On a : 


dy = et dx te-:d(—x)—{(et — et) dx, 


EI 
d?y = [et dx —e-2d(—x)] dx — (et +e-*) dx? 
RE 
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FONCTION 


Constante 
x 
p'AL 


cotang x 


La 


arc sin æÆ 


arc cos x 


arc tang x 


arc cotang x 


L (x + Va? + 4) 


DÉRIVÉE 


Tableau des dérivées des fonctions les plus simples. 


GHXPIER ET 


APPLICATION DES DÉRIVÉES A L'ÉTUDE DE LA 
VARIATION DES FONCTIONS 


S 1. — CROISSANCE ET DÉCROISSANCE 
84. Définitions. — On dit que x est compris dans 


l'intervalle (a, b) si x est compris entre & et b. 
Sr ON: a : 
De Cid D, 


on dit que les intervalles (a, c), (e, d), (d, b) partagent 
l'intervalle (&, b) en intervalles partiels. 

L'intervalle (+, 6) est dit compris dans l'intervalle 
(a, b) si à et Ê sont compris entre a et b.. 


85. Définitions. — On dit qu'une fonction f (x) est 
croissante lorsqu'elle varie dans le même sens que 
la variable indépendante, c’est-à-dire lorsqu'à la plus 
grande valeur de la variable correspond la plus 
grande valeur de la fonction. 

Précisons : soit une fonction f(x) de variable x, on 
dit que la fonction est croissante dans l'intervalle 
‘(a, b), a et b étant deux nombres donnés, si x’ et x” 
étant deux nombres quelconques compris entre a et b, 
x’ étant plus petit que x”, on a 


fa) <f("). 


Une fonction f(x) est dite décroissante si elle varie 


58 COURS DE MATHÉMATIQUES 


en sens inverse de la variable, c’est-à-dire si elle 
augmente quand la variable diminue et si elle dimi- 
nue quand la variable augmente. D'une facon plus 
précise, une fonction f(x) est dite décroissante dans 
l'intervalle (a, b) si en prenant deux nombres quel- 
conques, x’, x” compris entre a et b, x' étant plus 
petitque x”,ona 

TETE 

Exempzes. — Soit 
Y—=2x—53, 


Démontrons que cette fonction est croissante. 
Prenons deux nombres différents x/, x” tels qu'on ait 


RESTE 
on aura 


LIT"; 


et, en retranchant 3 à chaque membre, 


DL" OIL ES, 


Mais 22° — 3 est la valeur de y pour x = x’ et 24” — 3 est sa 
valeur pour x = x”, 

Puisque x’ < x", y augmente quand x augmente. La fonction est 
donc croissante. 

Soit la fonction 


FY—1I—X. 


Quand x augmente, 1 — x diminue, donc y diminue. D’après la 
définition, la fonction est décroissante. 


86. Théorème I. — Si une fonction est croissante 
dans un intervalle, sa dérivée, si elle existe, est positive 
ou nulle pour toutes les valeurs de la variable com- 
prises dans cet intervalle. 

Considérons une fonction y de variable x, suppo- 
sons que x ait une valeur comprise entre & et bet 
que la fonction soit croissante dans l'intervalle (&, b). 
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Donnons à x un accroissement Ax assez petit pour 
que æ + Ax soit compris entre a et b; il en résulte 
pour y un accroissement A7. 

1° Si Ax est positif, la valeur finale x+Ax est plus 
grande que la valeur initiale x, dont x a augmenté, 
il doit en être de même pour y et par conséquent Ay 
est positif. Le numérateur et le dénominateur de la 


fraction a, étant positifs, la fraction est positive. 

2° Si Ax est négatif, la valeur finale x + Ax est plus 
petite que la valeur initiale x, donc x a diminué, il en 
est de même pour y et par conséquent Ay est négatif. 


RSA AT k 
Les deux termes de la fraction 7 étant négatifs, 
la fraction est encore positive. 
Ay eue re Ay 
Dans les deux cas, —Z est positif. La limite de —Z 
AX Ax 
est nécessairement positive ou nulle, elle ne peut 
pas être négative. 


On a donc : 


70: 

87. Théorème II. — Siune fonction est décroissante 
dans un intervalle, sa dérivée, si elle existe, est néga- 
iive ou nulle pour toutes les valeurs de la variable 
comprises dans cet intervalle. 

Considérons une fonction y de variable x, suppo- 
sons que x ait une valeur comprise entre a et à et 
que la fonction soit décroissante dans l'intervalle 
(a, D). 

Donnons à x un accroissement Ax assez petit pour 
que æ + Ax soit compris entre a et b. A l’accroisse- 
ment Ax de la variable correspond un accroisse- 
ment Ay pour la fonction. 
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1° Si Ax est positif, la valeur finale x +Ax est plus 
grande que la valeur initiale x, donc x à augmenté, 
la fonction y a donc diminué et par conséquent Ay 
est négatif. 


Het , 
Les deux termes de la fraction KT étant de signes 


contraires, la fraction est négative. 
o° Si Ax est négatif, la valeur finale x + Ax est 
plus petite que la valeur initiale x, donc x a dimi- 
nué, la fonction y a augmenté et par conséquent A7 
est positif. 
AY 


Les deux termes de la fraction ie étant de signes 
x 


contraires, la fraction est encore négative. 


A? : . 
Dans les deux cas LT est négatif. 
LC : 


PREe AY UE 
La limite de est nécessairement négative ou 


nulle. 
On a donc 


1 LEO 

88. Réciproque du théorème I. — Si la dérivée 
d'une fonction est positive dans un intervalle, cette 
fonction est croissante dans cet intervalle. 

Supposons que la dérivée y’ d’une fonction y de 
variable x soit positive pour les valeurs de x com- 
prises entre a et b, nous allons montrer que la fonc- 
tion est croissante dans l'intervalle (a, b). 

Pour cela, nous admettrons qu'étant donné un in- 
tervalle quelconque on peut le partager en intervalles 
partiels assez petits pour que dans chacun d'eux la 
fonction varie toujours dans le même sens. Il suffit, 
alors, de prouver que dans tout intervalle partiel, si 
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petit qu’il soit, la fonction ne peut être ni décrois- 
sante ni constante. 

Prenons un intervalle (4, 6), compris entre & et b, 
et assez petit pour que, dans cet intervalle, la fonc- 
tion varie toujours dans le même sens. 

Si la fonction était décroissante dans l'intervalle 
(x, $), sa dérivée serait négalive ou nulle (n° 87), ce 
qui est contraire à l'hypothèse. 

Si la fonction était constante dans l'intervalle (2, 5), 
sa dérivée serait nulle {n° 28), ce qui est encore con- 
traire à l'hypothèse. 

Donc dans l'intervalle (x, $) la fonction ne pouvant 
être ni décroissante ni nulle est croissante. 

La fonction étant croissante dans tout intervalle 
ASE Ô) Si petit qu il soit compris entre & et b, est crois- 

sante dans tout l'intervalle («, b). 


89. Réciproque du théorème II. — St la dérivée 
d'une fonction est négative pour toutes les valeurs de la 
variable comprises dans un intervalle, cette fonction 
est décroissante dans cet intervalle. 

Soit y’ la dérivée d’une fonction y de variable x et 
supposons qu elle soitnégative pour toutes les valeurs 
de x comprises entre a et b. La fonction est décrois- 
sante dans l'intervalle (a, D). 

Prenons un intervalle (x, 6), compris entre à et b, 
et assez petit pour que, dans cet intervalle, la fonc- 
tion varie toujours dans le même sens. 

Si la fonction était croissante dans l'intervalle Ce B), 
sa dérivée serait positive ou nulle {n° 87), ce qui est 
contraire à l'hypothèse. 

S1 la fonction était constante dans l'intervalle (x, 5), 
sa dérivée serait nulle (n° 28), ce qui est encore con- 
traire à l'hypothèse. 


La 
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Donc dans l'intervalle (x, 6), la fonction ne pouvant 
être ni croissante ni constante, est décroissante. 

La fonction étant décroissante dans tout intervalle 
(2, 5) si petit qu'il soit compris entre & et b, est décrois- 
sante dans tout l'intervalle (@, b). 


90. Remarque. — Ces deux théorèmes et leurs 
réciproques permettent de reconnaître par l'examen 
de la dérivée si une fonction est croissante ou décrois- 


sante. 


Exempzes. — La fonction 
Y = 2€ —3 
a pour dérivée 


dy 
‘dx 


ES ? 


cette dérivée est toujours positive, la fonction est donc croissante 
_pour toutes les valeurs de x. 
La fonction 


Y—I re LE 


a pour dérivée 
dy 
—— = — 1 
dx 4 
cette dérivée est toujours négative, la fonction est donc décrois- 
sante pour toutes les valeurs de x. 
La fonction 


a pour dérivée 


Cette dérivée est positive lorsque x >> 1; elle est négative si x£1. 
La fonction est croissante pour les valeurs de x plus grandes 
que 1; elle est décroissante pour les valeurs de x plus petites 


que ï. 
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Cette fonction est donc toujours décroissante, 


$ 2. — MAXIMA ET MINIMA 


91. Définitions. —On dit qu’une fonction de la varia- 
ble x est maxima pour x—a, si elle cesse de croître 
pour décroitre, quand x passe en croissant par a. 

La valeur de la fonction pour x—a est ce qu’on 
appelle un maximum de la fonction. 

On dit qu'une fonction est minima pour x—= a, si 
elle cesse de décroître pour croître quand x passe en 
croissant par & 

La valeur de la fonction pour. æ = a est ce qu’on 
appelle un minimum. 

Il résulte de Ià que lorsqu'une fonction est maxima 
pour æ—a la valeur qu'elle prend pour x—a est 
plus grande que toutes les valeurs voisines; etlorsque 
la fonction est minima sa valeur, pour x—«a, est 
plus petite que toutes les valeurs voisines. 


ExempLe. — Soit la fonction 
F7 = a? — 2x +5. 


Nous avons vu (n° 90) que lorsque x est plus grand que t1 la 
fonction est croissante; et qu'elle décroît lorsque x est plus petit 
que 1; pour x — 1,la dérivée est nulle. La fonction cesse de dé- 
croître pour croître lorsque x passe en croissant par la valeur 1, 
elle est donc minima pour x = 1. 

La valeur du minimum est 


X—=i—2 54, 


92. — On dit qu'une fonction atteint un maximum 
absolu, lorsqu'elle atteint une valeur plus grande que 
toutes celles qu’elle peut prendre pour toutes les 
valeurs de x. 

On dit qu’une fonction atteint un minimum absolu 
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lorsqu'elle atteint une valeur plus petite que toutes 
celles qu’elle peut prendre pour toutes les valeurs 
der: | 

Les maxima et minima qui ne sont pas absolus, sont 
nommés, par opposition, maxima et minima relatifs. 


ExemPLes. — Soit la fonction citée plus haut. 
2— 0x +5. 


Lorsque + > 1, sa dérivée est positive, elle croît; lorsque æ<1, 
sa dérivée est négative, elle décroît; et pour x = 1, sa dérivée est 
nulle. La fonction est minima pour x — 1. La valeur du minimum 
est 


Y—=iI—2 +5 —4. 


C’est un minimum absolu: car, x variant de — à +o , en pas- 
sant par 1, la fonction décroît, passe par la valeur 4, puis eroît, 
4 est bien Le plus petite valeur qu’elle Rise prendre. 

Soit encore la fonction 


YF = 2 — 3x +7; 
sa dérivée est 


(1) = 3x —3— 3(x?—1)—3(x —1)(x +). 


Quand x croît de — œ à — r, les deux facteurs (x ÿ ct Lu ) 
sont négatifs, la dérivée est positive, la fonction croît depuis — « 
jusqu'à un maximum 


Y—=—1+i+7—9; 


x croissant de — 1 à + 1, la dérivée est négative : la fonction 
décroit de 9 à un minimum 


Y=i—3 +55; 


Enfin, æ croissant de + 1 à + w , la dérivée est positive, la fonc- 
tion croît depuis 5 jusqu'à Æ æ. Car il faut remarquer que, pour 
x — Lo, le polynôme est du signe de son terme de degré le plus 
élevé + x° et infiniment grand (n° 17). 

IL est toujours commode, pour la lecture des résultats, de les 
résumer dans un tableau. 

Dans ce tableau, les valeurs de la variable x sont inscrites, de 
haut en bas, dans la colonne x, par ordre de grandeur croissante. 
Dans la colonne y’ sont inscrites, en regard de chaque intervalle, 
les signes correspondants de la dérivée 7". Enfin, la colonne y indi- 
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que, pour chaque intervalle, le sens de la variation de la fonction 
et donne les valeurs remarquables de cette fonction. 
Dans cet exemple, le maximum et le minimum sont relatifs. 


RE 100 
+ croit 

— 1 0 9 (max. relat.) 
— décroît 

LI ro) 5 (min. relat.) 
+ croit 

+ co + 


93. Théorème I. — Si une fonction de x admet une 
dérivée qui change de signe pour x — a en passant 
du signe (+) au signe (—) lorsque x passe en croissant 
par a, la fonction est maxima pour x —4. 

Car la dérivée étant d’abord positive, la .fonction 
est croissante (n° 88) et la dérivée étant ensuite néga- 
tive la fonction est décroissante (n° 89). Donc la fonc- 
tion, qui a cessé de croître pour décroître, est naxima 
DOM d. 


94. TheéorèmelIl. — Si une fonction de x admet une 
dérivée qui change de signe pour x—a en passant du 
signe (—) au signe (+) lorsque x passe en croissant 
par a, la fonction est minima pour x — 4. 

Car la dérivée étant d'abord négative, la fonction 
est décroissante (n° 89) et la dérivée étant ensuite 
positive, la fonction est croissante (n° 88). 


BourzerT. Cours de Math. 5 
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Donc la fonction qui a cessé de décroître pour 
croître est minima pour X—=4 


95. Théorème III. — Lorsqu'une fonction est 
maxima ou minima pour x — «a, sa dérivée, st elle 
existe, est nulle Dour 2—=14: | 

En effet, supposons que la fonction y soit maxima 
pour æ— a et prenne la valeur b. 

Donnons à +, à partir de la valeur &, un accroisse- 
ment A&. 

Si Aa est positif, la fonction diminue puisqu'elle 
décroit après a et par conséquent Ab est négatif. 
Donc 


puisque les deux termes sont de signes contraires. 

Si Aa est négatif, la fonction diminue encore puis- 
que, la fonction étant croissante avant @, à la plus 
petite valeur de la variable correspond la plus petite 
valeur de y et par conséquent A est négatif. Donc 


puisque les deux termes sont de même signe. 


Lorsque Aa tend vers zéro, qe tend vers la valeur 


de la dérivée de la fonction pour x— 4. 
Dans le premier cas, on a Tea la limite ne peut 
a 
donc pas être positive. 
AE Ab SE 
Dans le second cas, on UE la limite ne peut 
a 


donc pas être négative. 
La limite, qui, est la valeur de la dérivée pour 
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x—4a, ne pouvant être ni positive ni négative, est 
nécessairement zulle. 


96. Conséquences. — Pour trouver les valeurs de 
la variable pour lesquelles la fonction est maxima ou 
minima, on résout l'équation obtenue en égalant à 
zéro la dérivée. 

Mais il faut se garder de croire que toutes les 
_ valeurs de la variable qui annulent la dérivée ren- 
dent nécessairement la fonction maxima ou minima. 

Il faut encore qu’elle change de signe en s’annulant 
(n° 93 et 94). Si la dérivée s’annule sans changer de 
signe, la fonction n’est ni maxima ni minima. 

Ainsi, pour avoir les maxima et les minima d’une 
fonction, on cherche, parmi les valeurs de la variable 


qui annulent la dérivée, celles pour lesquelles la . 


dérivée change de signe. 


$ 3. — APPLICATIONS 


97. Marche à suivre pour étudier la variation 
d’une fonction. — 1° On s'assure si la fonction est 
bien déterminée pour toute valeur de la variable et on 
note les valeurs pour lesquelles elle devient infini- 
ment grande, s’il y en a. 

2° On calcule la dérivée de la fonction. 

_3° On cherche les valeurs particulières de la varia- 
ble pour lesquelles la dérivée est nulle. 

4° On range les valeurs remarquables de la variable 
par ordre de grandeur croissante. On partage ainsi 
l'intervalle de — © à + © de la variable x en un 
certain nombre d’intervalles partiels. 

>° On cherche le signe de la dérivée dans chaque 
intervalle, ce qui donne le sens de la variation. 


dt 
Le PP 


68 COURS DE MATHÉ MATIQUES 


6° On calcule les valeurs particulières de la fonc- 
tion : ses maxima et minima, ses valeurs pour 
L— Et Ou T—-<,0. | 

Pour avoir une idée plus exacte de la fonction on 
peut calculer la valeur de y pour x = o et, lorsque 
cela sera possible, les valeurs de x pour lesquelles y 
s’annule. 


98. Exemple I. — Étudier la variation de la fonc- 
lion 
Y —=AX À ——— 
= 
a et b étant deux nombres positifs donnés. 
Nous devrons supposer que x est positif pour qu'on 


puisse en prendre la racine carrée. 
La dérivée de la fonction est : 


2ax \/ x — b 
DT x 


Det 


I 
ln ——— 
2 V2 U 
Nés 


Cette dérivée s’annule lorsque son numérateur est 
nul : 


24AX x — b—0, 
De cette équation, tirons +, on a : 
2AX Vx ee 


et, en élevant au carré les deux membres, il vient : 


d'où 


CAR R , > mt 
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et 


Pour cette valeur de x, la dérivée s’annule. 
Pour x — 0o la fonction est infiniment orande et 
positive. 


3 
» Quand x croît de zéro à V 


— ST 


4 


_ la dérivée est né- 


4 a 
gative, la fonction décroit. 


DS /NET OUR 

b° ‘ ae ; 

Pour x— V- , » La fonction est minima et égale à 
PL 


FU b 
VER 0 AUS 


24 


= CE 


2 


3 
Quand x croît de V2 - — au delà de toute limite, la 
FT 


dérivée est positive et la fonction part de la valeur C 
pour croître indéfiniment, car, quand x est très grand 


et positif ax est très grand et Vo voisin de zéro. 
x 


La discussion se résume dans le tableau suivant : 


—+ co 
décroît. 


C (minim. abs.),| 


croit. 


+ . 


ART SEE ET EP A PT OR ON OP SI FE RES 
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99. Exemple II. — Dans une vote demi-cylindri- 
que, on veut tnstaller un réservoir parallélépipédique 
de manière que sa 
contenance soit Le 
plus grande possible 
(fig 72) 

Soit / la longueur 
de la voûte et soit R 
le rayon du cylindre ; 
O étant le centre du 
demi-cercle qui constitue la section droite de la 
voüte, soit ABCD A'’B'C'D' le réservoir en question. 
Appelons x la distance OD inconnue. 

Le triangle rectangle OCD donne 


ou 


CD VAE 


Le volume d’un parallélépipède est égal au produit 
de sa base par sa hauteur. Le volume du parent 
pède ABCDA'B'C'D' est donc égal à 


Ne 2xl RE . (1) 


Pour avoir le maximum de ce volume, prenons la 
dérivée de V 


AY — 5 9% 
Te = 2] VE Ur er | 
ou, en simplifiant 
dv R°—922 
——— — 0! ÿ 
dx (RE 


sn el à de à : 


OT EN ON TE PO TT AO ADR ENT Dr V9, à 
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Egalons cette dérivée à zéro, et nous avons 


R— 92% 0: 


d'où 
2 
: R 
(Dame A, 
2 
R 
TL —=——Ss 
’ \/2 
en ne prenant que la valeur positive de «. 
. R Le A , La Ÿ 9 
Mais — est la valeur du demi-côté du carré ins- 


RUE 
crit dans un cercle de rayon R. 
Donc le réservoir maximum sera celui dont la face 
ABCD est le demi-carré inscrit dans le demi-cercle 
de rayon R. 


100. Exemple III. — Étudier la variation de la 
fonction 
RE — 1 
AT Gr rare 
Nous suivrons, pas à pas, la marche indiquée au 
n° 97. | 
1° Nous voyons que y est bien déterminée sauf 


pour les valeurs qui annulent le dénominateur, qui 
sont les racines 2 et 3 de l'équation 


gt —5x + 6 —=0, 
2° La dérivée de la fonction est : 


Cas EN Den ON LA He EM 1 
FT MR re pen 


dy 


9 
2 s’annule 
dx 


3° Les valeurs de x pour lesquelles 


Lie au 4, 
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sont les racines de l'équation 
2 
A? — 2% — 1 —0 
c'est-à-dire 


Pour les valeurs de x comprises entre 1 —(\/2 et 


dy 
dx 


à son premier terme, donc positif, et 


est du signe contraire 


dy 
dx ne 
Pour les valeurs de x plus grandes que 1 + V2 ou 


D V2 le numérateur de 


est positive. 


plus petites que 1 — (/2, le numérateur de la dérivée 
est du signe de son premier terme, donc négatif et 
la dérivée est négative. 

4 Les valeurs remarquables de zx rangées par 
ordre de grandeur croissante sont donc, en y com- 
prenant la valeur 1 pour laquelle y est nulle et la 
valeur o, 


1—V/2<o0<1<2-u-pV/2 8 


> Nous pouvons donc dresser le tableau suivant 
dans lequel nous marquons deux barres en face de 
> et 3 pour indiquer les discontinuités, et dans lequel 


: dy : 
nous inscrivons les signes de conformément 
dx 
aux résultats donnés plus haut. 
La fonction s’annule pour x — 1. 
I . . 
Elle prend la valeur — —— , pour x—0o. Nous indi- 


6 
quons ces deux valeurs particulières. 


APPLICATIONS PE 


— décroit re 
à TA 
LP —— V2 (e) min. — 
4 + 3 V2 
an croit 
à I 
6 
+ croît 
PET nl el ET Me Le O 
—- croît 
+ co 
2 
— 
+ croît 
NS 5) 
I + V2 (e) TA _. 
ne décroit 
ic 
3 se Mes 
—+ 
ss décroît 
— co (e) 


6° Nous calculons les valeurs de y pour le maxi- 
mum et le minimum. 


. Pour x = 1 — \/2 , y est minimum : 


Quand x passe, en croissant, par la valeur 2, 4 
croît indéfiniment en valeur absolue. Le numérateur 
a la valeur r, le dénominateur s’annule en passant 
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du positif au négatif. y passe donc d’une valeur très 
grande et positive (—æ) à une valeur très grande 
en valeur absolue mais négative (— ). 

Quand x passe, en croissant, par la valeur 3, 4 
passe de — æ à +, car le numérateur a la valeur 
positive 2 et le dénominateur d’abord négatif, s'an- 
nule en devenant positif. 

Enfin, pour avoir la valeur de y pour x=æ+, 
divisons les deux termes de y par æ°. On a, alors, 


UE 


re 
J 

I — — — 
x 


Sous cette forme, on voit que, lorsque x croît sans 
limite, le numérateur tend vers zéro et le dénomina- 
tee O 
teur tend vers 1. La limite de y est donc — — o. 
I 
En résumé, la fonction part de zéro, décroît jus- 
4+3 ae 
qua +, pour x — 2. Elle passe RU de 
3V3—4 
pour décroître à — «©, pour x = 3. Elle saute brus- 
quement de —æ à + x etdécroit enfin pour revenir 
à la valeur initiale o. 


qu'au minimum , pour croître ensuite Jus- 


+ © à — x, croit Jusqu'au maximum — 


101. Théorème (!). — x étant un arc positif quelconque, 
l'unité d'arc étant l'arc dont la longueur est égale au rayon du 


(‘) Ce théorème peut être utilisé lorsqu'on a besoin de valeurs appro- 
chées du cosinus ou du sinus pour de petits angles ou de petits arcs. 
On s’en sert, par exemple, en construction, dans la théorie des pièces 
chargées de bout (Voir : BRUNE, Cours de Construction, p. 184). 


RE ORNE PE PE ET T0 D TOR En en De Re OA Pen PR 
ù ". 1 "iY CE pa L we L ‘ 
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cercle, on a les deux inégalités suivantes : 


3 D] 7 +) 
x? x* x? x* x? 
1 — + — D éos xD I — — + _— — : (x) 
2 24 2 24 720 
et 
F1 { x x 
Li CSN TL SX 1 2 
6 6 ue 120 @) 
Considérons en effet la fonction 
x? x" x 
Rs — COS LE 
J 2 24 720 
Prenons ses dérivées successives : 
3 5 
x x 
£ 
= — ZX SIRET 
) + + sin x, 
b] L, 
U= X* 
1 
ne À OR GERS St cos ZX, 
J SRE me hi 
= 
J"=x ————sinx, 
2 
Fetes — COS X, 
YŸ— — x +sinx, 
JV — 1 + cos x 


Comme un cosinus est toujours plus petit que 1, en valeur 
absolue, on voit immmédiatement que yY!esttoujours négative. 
La fonction yŸ est donc toujours décroissante, puisque sa déri- 
Yéc/iHiest ge  éstnésative-c0r, pour x —0, on a y*— 0; 
par conséquent, lorsque x croît à partir de zéro, yŸ décroît à 
partir de zéro. Il en résulte que yŸ est négative pour toutes les 
valeurs positives de x. 

y" étant la dérivée de y!Ÿ et étant négative, on en conclut 
que y", à son tour, est décroissante quand x est positif. Or, 
pour x=— 0, on a encore y V—0; donc, lorsque x croît à partir 
de zéro, y décrott à partir de zéro. y" est donc aussi négative 
pour toutes les valeurs positives de x. 

On continuera ce raisonnement de proche en proche. 

La fonction y” dont la dérivée y'V est négative est décrois- 
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sante et, comme elle décroît à partir de zéro, elle est négative, et 
ainsi de suite. 

On voit donc que, pour toutes les valeurs positives de x, les 
quantités y, y', y", y"!, y, yŸ, y"1 sont toutes négatives, car 
toutes décroissent à partir de zéro. 

En particulier, ona 


VOTE SCO 


c’est-à-dire 


2 . 6 
x x* x 
I — + — — — COS X <'O, 
2 24 720 
et 
x? + 
MONET See MN 
2 
D'où ontire 
2 2 6 
x x* x 
I — — — — <T cos x 
2 24 72 
et 
3 , 
x xX* 
COS X LI — — —— 
s Sn: my 


ce qui démontre la double inégalité (1). 
De même, les inégalités 


ÿ << le) et L'u Ta 0 


DE Ls 
s écrivent : 


x x? : 
= + — — — + sinx<o 
ne 6 120 + < 


et 
æ à 
x — RE sin << \0: 
d’où on tire : 
3 3 
, x x 
SIN XL TX — — — 
6 120 
et 
MENT KESInv, 


ce qui prouve la double inégalité (2). 
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102*. Corollaire. — x étant un arc positif, mesuré en prenant 
pour unité d'arc celui dont la longueur est égale au rayon, 


2 24 


est une valeur approchée de cos x, par excès avec une erreur 


x 
plus petite que Po et 


est une valeur approchée de sin x, par défaut, l'erreur commise 
5 
x 
étant plus petite que —— 
HER LÉCRSS 


En effet, l'inégalité (1) prouve que la différence 


x? 24 
Ti — COS TX 
> 24 
L 2? 
est positive et plus petite que Fr 


De même l'inégalité (2) prouve que la différence 


X 


est positive et plus petite que =. 


103‘. Remarque. — On peut donc poser 


D] L 
x? x" 
COS T = I — — — — 6, 3 
Ta 7 (3) 
avec 
6 
x 
CRE à 
720 
et aussi 
À? 
Sn L=X— te, (2) 
avec 
x 
Der, 


lorsque x est positif. 


Ph 


78 COURS DE MATHÉMATIQUES 


De l'égalité (3) on tire : 


Pre O ET El Le £ 
# ‘Te 24 L? 
avec 
€ x* 
OL — : 
X2 720 


, £ s sac 3 
Quand x tend vers zéro, > qui est compris entre zéro et 


2 


un nombre qui tend vers zéro, tend vers zéro; — tend aussi 
i 


vers zéro. Il s'ensuit que : 


I — cos #15 . . I 4 
; a pour limite — quand x tend vers zéro. 
3 


TRE 


CHNPALRLC IT 


NOTIONS DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 
A DEUX DIMENSIONS 


$ 1. — SEGMENTS — PROJECTIONS 


104. Définitions. — Onappelle secment une portion 
le) 
de droite sur laquelle un sens de parcours est défini. 
Pour déterminer le sens du segment, on distingue 
O 1 DO 
les deux points qui limitent le seoment. L'un dé ces 
P | 8 
points est appelé origine du segment et l’autre extré- 
mité. On appelle alors sens du seoment le sens dans 
lequel se déplace un mobile qui parcourt le segment 


en allant de l’origine vers l'extrémité. 


Dans un segment, on distingue donc trois choses: 
1° la ligne d'action qui est la droite indéfinie qui la 
porte; 2° sa longueur qui est la distance géométrique 
de l’origine à l'extrémité ; 3° son sens. 

D ——_— 
A origine B extrérnile 


Fig. 5. 


On énonce un segment en énonçant d’abord l’ori- 
gine (point de départ du mobile) et, ensuite, l’extré- 


mité (point d'arrivée). Ainsi, en énonçant sg AB on 


désigne (fig. 3) le segment qui a pour origine A et 
pour extrémité B ; tandis que sg BA désigne le sep- 


-ment qui a pour origine B et pour extrémité A. 
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405. Résultante de plusieurs segments. — Étant 
donnés plusieurs segments placés bout à bout de facon 
que l’origine du second coïncide avec l’extrémité du 
premier, que l’origine du troisième coïncide avec l’ex- 
trémité du second, et ainsi de suite, on appelle résul- 
tante de tous ces segments, le segment qui a pour 
origine l’origine du premier et pour extrémité 
l'extrémité du dernier. 


SEE me 
Z + 


Fig. 4. 


Ainsi, considérons (fig. 4) les segments placés 
bout à bout sg AB, sg BC, sg CD, sg DE. La résultante 
de ces quatre segments est sg AE. 

Si tous les segments ont même ligne d'action, la 
définition reste la même. Ainsi, considérons (fig. 5) 


A B C D E 


Fig. 5. 


les segments placés bout à bout sgAB, sgBC, sgCD, 
sgDE et ayant même ligne d'action. La résultante des 
quatre segments est sgAE. 


106. Segments portés par un axe. — On appelle 
axe une droite indéfinie sur laquelle on a donné 


FETE 


un sens de parcours, ditsens positif. Ainsi(fig. 6) xx 
est un axe, le sens du parcours étant de x! vers x. 


À e5 TA RÉRES RESRAN A à 
à De À 
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Nous indiquons par une flèche le sens positif de 
l’axe. 
4 4 “i ? 7 à n fe # 
On appelle mesure algébrique d’un segment porté par 
un axe, un nombre qui a pour valeur absolue la lon- 
gueur du segment et qui est précédé du signe (+) 
ou du signe (—) suivant que le sens du segment 
est le sens positif de l’axe ou le sens contraire. 


ÉlvT, 


Ainsi, le segment AB (fig. 5) a pour mesure algé- 
brique + AB ; le segment CD a pour mesure — CD. 

Pour désigner la mesure algébrique d’un segment 
on écrit les deux lettres qui nomment ses extrémités 
et on les surmonte d’un trait horizontal. 

Ainsi AB désigne la mesure algébrique du seg- 
ment AB. 


107. Remarque I. —La mesure algébrique du seg- 
ment AB et la mesure algébrique du segment BA 
sont évidemment deux nombres égaux et de signes 
contraires. On a donc : 


AD Dao, Ur) 


108. Remarque II. — Dans la suite, pour éviter 
des longueurs de discours, il nous arrivera fréquem- 
ment de dire brièvement le segment au lieu de {a 
mesure algébrique du segment. Nous ne le ferons 
d’ailleurs que lorsque cela ne pourra donner lieu à 
aucune ambiguïté. 


109. Théorème de Chasles,— Étant donnés (fig. 8) 
sur un axe un certain nombre de points, À, B, G, D, 


BourLerT, Cours de math, 6 


DÉPOT MU “Or RE et ER Dee es A RTE RE T Po En Per cd or <! 
es NU QT Lt enr PRE ts At, ts AE paies LD ef ee ; 
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E, on a, entre les mesures algébriques des divers seg- 
ments déterminés par ces points sur l’axe, la relation 
suivante : 


AB BC-ECDÉPDEÉCC EAN 


Le théorème étant vrai pour deux points, en vertu 


de la Remarque I qui précède (n° 407), prouvons-le 
pour trois points. Soient À, B, C, trois points sur 
un axe, il faut montrer que l’on a : 


AB+BC+CA—0o (x) 
ou, ce qui revient au même, 
BC + CA + AB—o (2) 
ou, encore, que 
CA + AB +BC—0. | (3) 


Or, l’un des trois points A, B ou C est certaine- 
ment situé entre les deux autres. Si B est entre A et 
C, nous établirons la relation (1). Si C est entre B et 
A, nous prendrons l'égalité (>). Si A est entre C et 
B, nous démontrerons l'égalité (3). 

Dans les trois cas la démonstration est la même. 

Prenons le premier, et supposons (fig. 9) B entre A 
et C,'on aura : 
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les signes supérieurs ou inférieurs se correspon- 
dant. 


T A B C æ 


Fig. 9. 


En ajoutant membre, à membre, ces trois égalités, 
on a 


AB BC LCA +H (AB 1 BC AC): (4) 
Or, comme B, est entre À et C, on a 
AC — AB + BC 
d'où 
AB + BC— AC—o 


et, par conséquent, la parenthèse de l'égalité (4) est 
nulle et on a bien : 


AB + BC + CA = o. 


La proposition est donc vraie pour trois points, 
nous allons voir que si elle est vraie pour (m — 1) 
points, elle est vraie pour m points. 

Supposons, par exemple, la proposition vraie pour 
cinq points et démontrons qu'elle est vraie pour six. 


D'LA. B E DANGER z 


Fig: 10. 


Soient (fig. 10) cinq POSE EN CRDS ER ONa, 
par hypothèse, entre ces cinq points, la relation 


AB + BC + CD + DE +EA — o. (1). 


Prenons un point de plus F et considérons les 


D AE OU tt D des: Sa AE 
RE * PILE Ye 


VAE net à jte De 
Se MER Ar OU AN LME 
- OR { 
VA M 
pre 


84 COURS DE MATHÉMATIQUES 


trois points À, E, F ; entre ces points on a, comme 
nous l’avons démontré, larelation 


AE SSEp AAA AU (2) 

Ajoutons les relations (1) et (2), et il vient : 
AB+ BC+CD+DELEA LA PERD 
Mais, entre les deux points A et E, on a la relation 


(n° 107) 
EA + AE — 0, 


et la précédente devient alors, en simplifiant, 
AB BC + CD LDE RER ETS 


Donc la proposition vraie pour (m— 1) points est 
vraie pour 72 points. 

Elle est donc générale; car étant vraie pour 
3 points elle l’est pour 4, étant vraie pour 4 points 
elle est vraie pour 5 ; et ainsi de suite. 


110. Corollaire. — La mesure algébrique de la ré- 
sultante de plusieurs segments portés par un axe est 
égale à la somme des mesures algébriques de ces seg- 
ments. 

Considérons (fig. 8) les segments AB, BC, CD, 
DE, portés par un axe «x, et leur résultante AE. 

Entre les cinq points À, B, C, D, E on a (n° 1409) la 
relation 


AB LBCE CD AH DE LEA 
ajoutons AE aux deux membres, il vient : 


AË—AB 4 PCA CDEUDE + EA ARE 
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Or (ne 407) 


EA + AE— 0, 
par suite, 
AE — AB + BC + CD + DE. 


Ce qui démontre le corollaire, le premier membre 
étant la mesure algébrique de la résultante et le 
deuxième membre étant la somme des mesures algé- 
briques des segments. 


411. Application.— Etant donnés un axe xx et un 
point O appelé origine des abscisses, on peut définir 
la position d’un point M situé sur l’axe x'x en se 
donnant la mesure algébrique du segment OM 


(fig. r1). 


T° 0 M a 


Free Vis 


En effet, dès que cette mesure algébrique est don- 
née on connaît M. Ainsi, si on donne OM — 3, cela 
veut dire qu'il faut porter la longueur 3 à partir de 
O dans le sens positif. Si l’on avait OM=—— 5, on por- 
terait la longueur 3 dans le sens négatif. 

Le segment OM est ce que l’on appelle l’abscisse du 
point M. 


0 B A 


Fier, 


Ceci posé, considérons un segment AB porté par 
unpaxel (fig. 12): 
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Le théorème de Chasles donne 
Mais 


donc 


Cette relation est très importante. Le segment OA 
est l’abscisse de À, le segment OB est l’abscisse de B 
et la relation peut s’énoncer ainsi : 

La mesure algébrique d'un segment, porté par un 
axe, est égale à labscisse de l'extrémité diminuée de 
l’abscisse de l’origine. 

Et cela, dans tous les cas, indépendamment de la 
position des points. 


112. Projections, — On appelle projection ortho- 
gonale d'un point sur un axe, le pied de la perpendi- 
culaire abaissée de ce point sur l’axe. 

On appelle projection d’un segment sur un axe, 
le segment qui a pour origine la projection de l'ori- 
gine et pour extrémité la projection de l'extrémité du 
segment donné. 


Ainsi soit le segment AB (fig. 13); sg.ab est la pro- 
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Jection du segment AB, à et b étantles projections des 
points À'et B sur l'axe x'x. 


113. Théorèéme.— Lorsqu'un segment est porté par 
un axe, la mesure algébrique de la projection de ce 
sesment sur un autre axe est égale au produit de la 
mesure algébrique de ce segment par le cosinus de 
l'angle des deux axes. 

Soient (fig. 13) deux axes Ox, Oy se coupant en O 
et un segment AB porté par l'axe Oy et qui se projette 
en ab sur l’axe Ox. Soit « l'angle des deux axes. 

Démontrons que l’on a la relation 


ab — AB cos o, (1) 


en grandeur et en signe. 

Il y a deux cas à considérer suivant que « est aigu 
ou obtus. 

1° à est aigu (fig. 13). — Menons par le point À, la 
droite AC, parallèle à l'axe Ox. Le triangle rectangle 
CAB, ayant son angle en À égal à«, donne 


# —AC— AB cos'«. 


La relation est donc vraie en valeur absolue; dé- 
montrons qu’elle est vraie en signe et pour cela mon- 
trons que les deux membres de l'égalité (1), qui sont 
égaux en valeur absolue, ont aussi même signe. 

Si AB est positif, ab est positif et, comme cos x 
est positif, AB cos2 est positif. 

Si AB est négatif, ab est négatif et, cosa étant po- 
sitif, AB cos est négatif. R 

Donc, le théorème est démontré, dans ce cas. 

2° « est obtus (fig. 14). — Menons encore par À la 
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parallèle AC à l’axe Ox. Le triangle rectangle ABG 


DA NE ! 
ayant son angle BAC égal à 180° — «, on a, 


AC = ab — AB cos (180° — à) 40 


J 


Fig. 14. 


Mais le cosinus d’un angle est égal au cosinus de 
son supplément, changé de signe, donc 


COS (180°— à) — — cos à 


et l'égalité (2) s’écrit : 


ab ==: AB cos 2. 


Il en résulte encore que ab et AB cosasont égaux, 
en valeur absolue ; il nous reste à prouver qu'ils ont, 
le même signe. 

L’angle & étant obtus, cos a est négatif. 

Si AB est positif, ab est négatif et AB cos «est né- 
gatif; donc les deux membres de l'égalité sont néga- 
ufs. | | 

Si AB est négatif, 4b est positif et AB cos « est po- 
sitif; donc les deux membres de l'égalité sont posi- 
tifs. 

La relation est donc vraie dans tous les cas en 
grandeur et en signe. 


, 0 


Were” 
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114. Theorème des projections. La mesure 
algébrique de la projection de la résultante de plu- 
sieurs segments sur un axe est égale à la somme des 
mesures Don iques des projections de ces segments 
sur cel axe. 

Soient (fig. 15) les segments AB,BC,CD,DE et leur 


à 
} _ 
F 


RUE 


NES EE PR 2 


: 
S 


Fig. 19 
résultante AE. PROS ces segments et leur résul- 
tante sur un axe «x. Les mesures algébriques des 
projections de AB, BC, CD, DE, AE sont ab, be, cd, 
de, ae. 
Le théorème de Chasles (n° 109) donne entre les 
points a, b,c,d,e, | 


ae —ab+ be + cd + de, 


ce qui démontre le théorème énoncé. 


$ 2, — (COORDONNÉES, 
REPRÉSENTATION GRAPHIQUE D'UNE FONCTION 


115. Définition des coordonnées, — Etant don- 
nés deux axes rectangulaires, O x et O y, se coupant 
en O et un point quelconque M dans le plan des deux 
axes, abaissons de M les perpendiculaires MP et MQ 
sur Ox et Oy (fig. 16). On appelle coordonnées du 
point M les mesures algébriques des segments OP et 
OQ qui sont les projections de OM sur les axes. 
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OP est l’abscisse et OQ l'’ordonnée. 

On désigne, généralement, l’abscisse par x et l’or- 
donnée par y. 

Lorsqu'on énonce les deux coordonnées d’un point, 
on énonce d’abord 


F l’abscisse et ensuite 
(ID (1) l’'ordonnée : ainsi, 
lorsqu'on dit que M 
Qh--------. M, y) a pour coordonnées 
ME Re Lo — 3 et 4, on entend 
D OPA LT PA NU Dal MES 
2 RD Eh \ 0 : P EP , | 
| cisse est — 3 et son 
(l l , 
Ra Ne: ordonnée 4. 
D CR PT Ld | De ; cette défini- 
(in) (1) tion, il résulte que 
tout point M du plan 
V4 a un seul système 
L: de coordonnées; ré- 
1g. 10 s F 
ciproquement,étant 


donnés deux nombres quelconques x et y, il existe 
un point et un seul qui a pour coordonnées x et y. En 
effet, il n’y à qu'un point P, sur Ox, tel que 


OP 


ce point est obtenu en portant sur Ox, à partir du 
point O, une longueur OP égale à la valeur absolue 
de x et dans le sens Ox ou dans le sens Ox’, suivant 
que « est positif ou négatif. De même, il n’y a qu'un 


point Q, sur Oy, tel que 
Oo: 


Par suite, le seul point ayant pour abscisse x et 
pour ordonnée y est le point M d’intersection de la 
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perpendiculaire en P à Ox avec la perpendiculaire en 
Q à Oy. Les deux coordonnées d’un point définissent 
donc, sans ambiguïté, la position de ce point dans le 


plan. 


116. Remarques, — Sile point M est sur l'axe 
Ox, son ordonnée est nulle ; et réciproquement. 

S1 le point M est sur l’axe O7, son abscisse est nulle; 
et réciproquement. 

Les deux axes indéfinis x'x et y'y forment quatre 
angles autour du point O, que nous numéroterons 
(1), (HT), (EI) et (IV), en commencant par l'angle x0y 
et en tournant toujours dans le même sens (fig. 16). 
Les signes des deux coordonnées x et y d'un point M 
dépendent de l’angle dans lequel se trouve ce point 
et on voit de suite que : 


Si Mest dans l'angle I, on a: x>0, y > 0; 


— CRE DS 0 US 0: 
—— HOME URS 0 Yo; 
—— INR RAT SO, YO" 
D'où le tableau suivant : 

M x y 

1 D cn 

IT —— + 

III 2: nn 

IV Me = 


Dans les angles, opposés par le sommet, (I) et (II) 
æ et y sont de même signe ; dans les angles, opposés 
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par le sommet, (II) et (IV), x et y sont de signes con- 
traires. | 

Réciproquement, connaissant les signes des deux 
coordonnées d’un point, on connaît celui des quatre 
angles dans lequel il se trouve. 


117. Symétries, — Si l’on considère un point M. 


de coordonnées x, y et le point M’ symétrique de M 
par rapport à l’axe Ox, ces deux points ont même 
abscisse, mais l’ordonnée de M’ est égale et de signe 

contraire à l’ordonnée 


£ F de : M (figues 
HAS ce eY d’autres termes, si l’on 
Aie change y en — y, le 
See point M se change en 
; mA son symétrique par 
TURN NISES rapport à l’axe Ox. 

CPR | De même, prenons 
RE | le symétrique M" de 
ME Z-y) À We) M par rapport à l'axe 

Ha: Oy. Les deux points 


M et M” ont même 
ordonnée 7 etleurs abscisses sont égales et de signes 
contraires. En d’autres termes, si l’on change x en 
— x, Sans changer y, le point M se change en son 
symétrique par rapport à l’axe Oy. 

Enfin, prenons le symétrique M, de M par rapport 
au point O. Les deux points M et M, ont leurs abscisses 
et leurs ordonnées égales et de signes contraires. 
C'est-à-dire que si l’on change simultanément x en 
— x ety en — y,le point M se change en son symé- 
trique par rapport au point O. 


118. Changements de coordonnées, — Dans cer- 
taines questions, il est nécessaire, connaissant les 


Dane. 


: De 4 tee pi ER L'ART LUN AE Re PT NP PTT CE SPAS ET ER ER ET P 
MNT. à . = x PUS"! : 4 ds É + a & 
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coordonnées d’un point par rapport à un système 
d’axes, de calculer les coordonnées du même point 
par rapport à un autre système d'axes. 

Pour trouver les for mules de changement de coor- 
données qui résolvent la den nous distingue- 
rons trois Cas : 


419. 1° Transport des axes parallèlement à eux- 
mêmes. — Soient (fig. 18), Oxy un premier système 
d’axes et O'x'y' un nouveau système d’axes parallèles 
aux premiers et de 
mêmes sens. Prenons 
un point M dans leur 
plan; soient x,y les 
coordonnées de M par 
rapport au système 
Oxyet x’, y ses coor- 
données par rapport 
au système O'x'y'. 

Joignons OM, O'M, Fig. 18. 

GO: 

Le segment OM est la résultante des segments O0 

et O'M. En projetant sur un axe quelconque, on à 


donc (n° 114) 
proj. OM = pr'oj. OO" + pro. O'M. (1) 


Soient & et b les coordonnées de 0’, 
Projetons les trois segments sur l'axe Ox ; 


DTDI A ONE, 
Dr OO, 
DROTACINLEE; TE 


et, en portant ces valeurs dans l'égalité (1), on a 


L—= «a + X. 
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En projetant les trois segments sur l’axe Oy, ona 
prop OM, 
DO OO 
DrOj UNE 


Ce qui donne, en vertu de l'égalité (r) : 


re 
On a donc les formules 
x = 4 + x, 
| “ (n) 


vraies pour toutes les positions du point M. 


420. »° Rotation des axes autour de l'origine. — 
Soient (fig. 19) Oxy un premier système d'axes et 
Ox'y' un nouveau sys- 
tème obtenu en faisant 
tourner le premier au- 
tour de l’origine d’un 
angle &. Prenons un 
point M dans leur 
plan; soient x,y les 
coordonnées de M par 
rapport au système 
Oxy et x',y' ses coor- 
données par rapport au système Ox'y. Menons 
MP perpendiculaire à Ox' et MQ perpendiculaire à 
Oy'. Par définition, 


Fig. 19. 


OP = x’ et OQ = y. 


Le segment OM est la résultante des segments OP et 
PM ou des segments OP et OQ, car PM = OQ. 
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En projetant sur un axe quelconque, on a donc 


(n° 114) : 
pro]. OM — proj. OP + proj. OQ. (1) 
Projetons sur l'axe Ox ; nous aurons : 


Pro OM 
Fest 


proj. OP— OP cos (xOx') = x’ cos #, 
en vertu du théorème du n° 113: 
PAT 14 te 
proj. OQ=OQ cos(x0y'")—=y' cos (a + 90°) ——7y'sinx. 
En portant ces valeurs dans l'égalité (1), on a 
x—= x COS à — y'Sin «. 
En projetant les trois segments sur l’axe Oy, on a 
pro. OM = y, 
: pe HET 
pro}. OP = OPcos (x'Oy) = x' cos (90° — «)— x’ sin «, 
, as ADR 
pro 00 —=00:co8 (yOy)— y! cos «. 
En portant ces valeurs dans l'égalité (1), on a : 
y —=x'Sinma+y'cos a. 
On a donc les formules 


XX COSA — 7 Sin, } 1) 
y = x Sina + y'cosu. | 


121. 3° Cas général. — Soient (fig. 20) Oxy un 
premier système d’axes et O'x'y' un nouveau système 
d'axes placés d’une manière quelconque par rapport 
aux anciens. Par le point O0’, menons un système 
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d'axes O'x,y, parallèles aux premiers et soit « l'angle 
qu'il faitavec le sys- 
7 v[Eÿ.) tème O'xy". | 
de Soit M un point 
du plan, -%,7%66es 
ENS coordonnées par. 
rapport au système 
Oxy, x,,y, Ses coor- 
données par rapport 
au système O'x,y, 
et.x',y'ses coordon- 
nées par rapportau 
système O'x'y'. Pour passer du système de coordon- 
nées Oxy au système O'x,y,, on emploie les formules 
(1) (n° 419) et on a, O’ ayant pour coordonnées & et b : 
= 4 + X) 


I 


Pour passer du système O'x,y, au système Or, 
on emploie les formules (IT) (n° 420) et on a : 


PAP) lg \ 
X,—=X COS 2 — 7 SIN à, } 


(2) 


y,—= «+ sin à +y' cos à, | 
En portant ces valeurs de x.y, dans (1). il vient 
1 Yi , 


D'E—ION N COS UNE (II) 

y—= bd + x sina+y cos a, \ 
qui sont les formules générales cherchées, fournis- 
sant les coordonnées d’un point dans un système 
d’axes quand on connaît ses coordonnées par rapport 
à un autre système d'axes. 


122, Representation graphique d’une fonction. 
— Soit f (x) une fonction de la variable x. Désignons 


ne RE -DO EN LU, EM rie à nb © Ml LEE ROUSSEL" ss Era ANA: 2 
4 : Ÿ N N ; d . 
* . 
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par y la valeur de la fonction qui correspond à la va- 
leur x de la variable. 
L'égalité 


a f (x) 


fait correspondre, en général, à chaque valeur de x 
une valeur pour y (en tout cas un nombre limité de 
valeurs de y). 

Ceci revient à dire que, si on considère dans un 
plan deux droites rectangulaires Ox et Oy, il existe, 
sur toute parallèle Pz (fig. 21) à Oy, d’abscisse x==OP, 
un point M dont l'or- 
donnée y est égale à 
f(x). 

Lorsqu'on fait va- 
rier x de — œ à Lo, 
le point P décrit tout 
l'axe Ox, de .x' vers 
HCldet point, Mrde 

z, décrit -üun- lieu 
géométrique, une 
courbe C. Cette courbe 
Cest ce qu’on appelle 
La courbe représenta- 
tive de la variation de 
La fonction. 

Donc, la courbe représentative de la variation de la 
fonction est une courbe telle que tout point M de la 
courbe, d’abscisse x,a précisémentcomme ordonnée y 
la valeur correspondante de la fonction f (x). 

Nous avons supposé. qu'à toute valeur de x cor- 
respondait une seule valeur de y; mais il peut arri- 
ver qu à une valeur de x correspondent plusieurs, 
par exemple deux, valeurs de y; alors, sur toute paral- 


Fig. 21. 


BourLerT, Cours de math. 7 


RE Re DA ere 0 ie EM AE UE NE Re DT A PP OT EEE 


È iT% 
| dr : i 
} 
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lèle Pz à oy, il existe deux points P’ et P” dont les 
ordonnées y sont 
égales aux valeurs de 


fait varier x de — 
à + , le point P dé- 
crit tout l’axe Ox de x’ 
vers + et les points P’ 
et P”, décrivent un 
lieu géométrique, une 
4 courbe C qui est la 
courbe représentative 
de la variation de la 
fonction. La courbe a deux branches, l’une AP'B 
décrite par le point P'et l’autre AP/B décrite par le 
point P”. 


Fig. 22. 


123. Equation d’une courbe. — Etant donnée une 
courbe C, il existe entre les coordonnées x,y, d’un 
point M de la courbe (fig. 21) une certaine relation ; 
cette relation est ce qu’on appelle l'équation de la 
courbe. 

En effet, considérons une courbe C (fig. 21) ; don- 
nons-nous un nombre x quelconque etportons surl'axe 
Ox, OP — x; parle point P, menons Pz parallèle à Oy; 
cette droite coupe la conte C en un point M. Mesu- 
rons PM et soit y sa valeur, qui est l’ordonnée du 
point M. À chaque valeur de x, nous faisons ainsi 
correspondre une valeur de y et, par suite, nous défi- 
nissons une fonction y de la variable x. 

Donc, entre x et ? y il existe une relation ; cette re- 
lation est / équation de la courbe. AU 

Il peut arriver que la parallèle à Oy coupe la courbe 
en plusieurs points (Hg. 22), À chaque valeur de G 


fix)(fig.22).Lorsqu'on 
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correspondent plusieurs valeurs de y. La fonction 
_ est à plusieurs branches. | 

Dans ce cas, la relation qui lie x et y n’est pas en 
général résolue ou résoluble par rapport à y. La 
fonction y est donnée sous forme implicite (n° 4). 


124. Resumé. — Toute fonction peut être repré- 
sentée par une courbe et, réciproquement, toute 
courbe représente une certaine fonction. 

La relation qui lie les coordonnées #, y, d’un point 
quelconque de la courbe est l'équation de la courbe. 

On peut donc dire que l'équation d'une courbe est 
la relation qui est vérifiée par les coordonnées d’un 
point quelconque de la courbe et qui permet de cal- 
culer l’ordonnée y d'un point de la courbe quand on 
connait son abscisse x. 


125. Image de la variation de la fonction, — La 
représentation graphique de la variation d’une fonc- 
tion par une courbe donne une image de la variation 
de la fonction qui permet de suivre facilement le 
sens de cette variation. 

Prenons, sur l'axe Ox (fig. 21) OP = wr. Lorsque x 
varie de — © à + , le point P décrit tout l’axe 
x'x de gauche à droite. Si la fonction croit, sa valeur 
numérique augmente en même temps que «x, l’or- 
donnée PM du point représentatif M augmente et le 
point M s’élève, la courbe monte. Lorsque la fonc- 
tion décroit, l'ordonnée PM diminue, le point M 
s’abaisse et la courbe descend. + 

Donc la courbe monte ou descend (de gauche à 
droite) suivant que la fonction: croit ou décroit. 

Ainsi, dans la figure 21, lorsque le point P va de 
P' en P, la courbe monte ; donc la fonction croit, 
quand æ croît de la valeur x! — OP' à x — OP. 
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Au contraire, de P en P”, la courbe descend ; donc 


la fonction décroît, quand x croît de la valeur x = OP 
à Ia Valeur 2 OPEN 


126. Exemple. — Comme exemple, indiquons la courbe repré- 
sentative de la fonction 
PE RE 


en en construisant quelques points. 
Pour faire aisément le tracé d’une courbe, il est commode d’em- 
ployer un papier quadrillé (fig. 23) sur lequel on trace deux axes 


Fig. 23. 


Ox, O7. Le quadrillage sert à marquer plus facilement les points de 


cotes rondes, c'est-à-dire les points dont les coordonnées sont des 
nombres entiers. 


Donnons à x des valeurs entières : 


pour æ——2, on a: y — 3 ce qui donne le point A 
DT = 100% M Et » B 
ME qe à » en » C 
ARLES » MES » D 
PILE 2, » Y = 7 » E 
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En joignant tous les points obtenus par un trait continu on a une 
idée générale de la courbe représentative de la fonction, 
La fonction a un minimum ; prenons sa dérivée : 


dy 
—— = 2% ; 
dx D 
elle est nulle pour PRE 
2 
I : ee 
Donc pour x = — Fe la fonction est minima et la valeur corres- 
pondante de y est 
I I 3 
nie I1Z= —, 
REA Sr 
Le point le plus bas M de la courbe a donc pour coordonnées 
I 3 
Cl — 
2 À 


Nous verrons plus loin que cette courbe est une parabole, 


$ 3. — LA DROITE 


127. Equation d’une droite. — Toute droite est re- 
présentée par unè équation du premier degré entre x 
el y. 

Pour le démontrer nous examinerons, successive- 
ment, plusieurs cas. 


128. 1° Droite paral- 
lèle à l'axe Ox (fig. 24). 

Soit AA’ une droite 
parallèle à Ox et soit B 
le point, d'ordonnée 
b, où elle coupe l'axe 
Oy,ona ÔB = b. Soit 
M un point quelcon- 
que situé sur la droite; pour avoir son ordonnée 
abaissons la perpendiculaire sur Oy : c’est MB; donc 


y” 
Fig. 24. 
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son ordonnée est OB et on a : 


Vie D: 


C’est l’équation de la droite, car c’est la condition 
nécessaire et suffi- 
santé. pOur  qUEE 
point M soit sur cette 
droite. 


129. 2° Droite paral- 
lèle à O7 

Soient AA une 
droite parallèle à Oy 
et B le point, d’abs- 
cisse a, où elle coupe 
l'axe Or, on a OB— 4. 

Soit M un point 
quelconque situé sur la droite, son abscisse est évi- 
demment a, on a donc 


4 


PRE 


TX —= à 
et c'est l’équation de la droite. 


130. 3° Droite passant par l'origine des coordon- 
nées. | | 

Soit (fig. 26) une droite Oz passant par l’origine O 
et faisant avec l’axe Ox un angle «. Prenons sur la 
droite un point M de Goo CAE) -On a 
OP = xet 0Q— 173 

Projetons OM sur l'axe Ox, on a 


x = OM cos (zOx) — OM cos “A 
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RAR OM sur l'axe Oy, on a 


db | PAR 


y =OM cos (yOz) — OM cos (90° —«), 
| A mano 


Fig. 26. 
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(2) 


divisant membre à membre les égalités (1) et (2) on 


en tire 
( Sin © 
—_—— == ALLO: 
La COS & © 
PPOITEES r ET | 
Ah Vito à. (3) 


C’est l'équation de la droite. 
Posons 


mm —1ig 0; 


m est ce que l'on appelle le coefficient angulaire. 

Le coefficient angulaire est donc la tangente trigo- 
nométrique de l'angle que forme 
Pate Ori 


L'équation (3) devient alors 


la droite avec 


Y == Ji 


Telle est l'équation d’une droite One pas- 
sant par l'origine. 
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131. 4° Cas général. La droite est quelconque. 
Soit une droite D (fig. 27). Menons par l’origine la 


Fig 27: 


droite Oz parallèle à la droite D, et soit « RUE 
de O3 avec l'axe Ox. Posons 


mm — ig à, 


m est le coefficient angulaire de la droite D. 
La droite OZ passant par l’origine a pour équation 


BIENS 


ce qui veut dire que l’ordonnée de tout point de 
cette droite s'obtient en multipliant son abscisse 
par mn. | 

Soit alors B le point où la droite D rencontre l’axe 
Oy et soit OB = x. 

Prenons sur la droite D un point quelconque M, de 
coordonnées x, y ; menons MP perpendiculaire sur 
Ox et soit M, le point où cette perpendiculaire coupe 
ren 


y = PM = PM, +MM. (x) 


PP PE RP SE Te te. deb 6 DE eo D Es bar TT it) qe TN ce SE PC L W : 
ke \ 0 ‘ “ 
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Or, PM, est l’ordonnée du point M, et ce pointétant 
situé sur Oz, son ordonnée est égale à son abscisse, 


quiici estOP = x, multipliée par »#, On a donc : 


PM, AN 


D'ailleurs, 


ms 


NN OB = 
car la figure OBMM, est un parallélogramme. On en 
conclut, 
Y—=MX + N, 
ce qui est la condition nécessaire et suffisante pour 
que le point M soit situé sur cette droite. 
132. — En résumé, l'équation d'une droite est une 


équation du premier degré En Lich, Sa forme géné- 
rale est donc : 


Ax + By + C—o. 
Reciproquement, toute équation de la forme : 
Ax + By+C—o (x) 


représente une droite. 
D'abord, si B est nul, cette équation s'écrit 


C 
NES 
ou 
X = 4, 
en posant 
CE 
ALAN 


C’est donc l'équation (n° 129) d’une droite parallèle 
x Oy. 
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En second lieu, si B est différent de zéro, on peut 
résoudre l'équation (1) par rapport à y et l'écrire 
sous la forme 


di MX + (2) 


en posant : 


Or ceci (n° 434) c'est l'équation d’une droite qui 
fait avec Ox l'angle à tel que 


to DREUTe 


et qui coupe Oy en un point d’ordonnée n. 
n est ce qu'on appelle l’ordonnée à l'origine de la 
droite. 
En particulier, si nr est nul, l'équation (2) se ré- 
duit à 
VMC 


et la droite passe à l’origine (n° 430). 
Et si m» est nul, l'équation (2) devient : 


DIET 


la droite est parallèle à Ox (n° 128). 


133. Coefficient angulaire d’une droite, pente.— 
Comme nous l’avons défini plus haut, le coefficient 
angulaire d'une droite, est la tangente trigonormé- 
trique de l'angle qu’elle fait avec Ox. 

Si on considère Ox comme un axe horizontal et Oy 
comme vertical, on peut encore dire que le coeflicient 
angulaire, c'est la pente de la droite. | 

On sait, en effet, que la pente d’une route est le 
quotient de la hauteur dont on s'élève verticalement 
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par la distance dont on avance horizontalement en se 
déplaçant sur la route. Dire qu’une route a une pente 
de 5 p..100 (ou 0,05), c’est dire qu’elle s'élève de 
5 centimètres par mètre parcouru horizontalement. 
Si dans la figure 26 on considère Ox comme une 
horizontale et Oz comme le profil d’une route, la 


pente est 
MP 


ot 


— 1S X, 


c’est bien le coefficient angulaire. 


134. — Il résulte de ce qui précède (n° 132) que 
lorsqu'on connait l’équation d’une droite, son coefji- 
cient angulaire est égal au coefjicient de x dans 
l’équation résolue par rapport à y. 

Quand une droite est parallèle à Ox son coeflicient 
angulaire est aul, car l'angle & que fait la droite avec 
Ox étant nul, tgc est aussi nulle. 

Lorsqu'une droite est parallèle à Oy onpeut dire que 
son coeflicient angulaire est infiniment grand. Car a 
étant égal à 90°, sa tangente est 
infiniment grande. 

Si une droite va en montant, de 
gauche à droite, l'angle « est aigu 
(fig. 26), sa tangente est donc po- 
sitive et le coefficient angulaire Ho os 

g 
est, par suite, postutif. 

Au contraire, si une droite va en descendant, de 
gauche à droite, l'angle z est obtus (fig. 28), sa tan- 
gente est négative et le coeflicient angulaire est néga- 
tif. 

435. Problème. — Construire une droite donnée par son équa- 
tion. Soit, par exemple, la droite qui a pour équation 


2æ y +3 —=o. 
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On connaîtra la droite lorsqu'on connaîtra deux de ses points, 
Donnons donc à x deux valeurs quelconques et cherchons les valeurs 
correspondantes de y. Nous déterminerons ainsi deux points qu’il 
suffira de joindre pour avoir la droite demandée (fig. 29). 


Pourx —0o; on a: #5, ce qui donne Je point À 
NO Det ME M ee » B. : 
4 La droite est donc AB 


(fig. 29). 


136. Gondition de 
parallélisme de deux 
droites. — Pour que 
deux droites sotent 
parallèles il faut et 
il suffit qu'elles aient 
méme coefficient an- 
gulaire. 

En effet, deux droi- 
tes parallèles font le 
mème angle avec l’axe Ox, les tangentes trigonomé- 
triques de ces angles égaux sont égales et, par 
conséquent, les coefficients angulaires sont égaux. 
La réciproque est évidemment vraie. 


Fig. 29. 


Aïnsi les deux droites qui ont pour équations : 


VF br He, ay = Sr 06 


sont parallèles, 


131. Équation d’une droite passant par un point 
et paralléle à une direction donnée. — Soit À 
(fig. 30) un point de coordonnées x,, y, et soit D la 
direction donnée faisant avec l’axe Ox un angle. 

Posons HR TEE 

L’équation de la droite parallèle à D sera de la 
forme 


Y=MX + nn, (1) 
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où le coefficient angulaire » est connu puisqu'il est 
égal à celui de D (n°136) et où x est inconnu. Calcu- 
lons 7. 

Puisque Ia droite doit 
passer par le point A; les 
coordonnées du point A 
doivent vérifier l’équation 
({ijetona 


Y—=MX, +n 


d'où 


N—=Y, —MX,. 
En portant cette valeur dans l'équation (1), il vient 
Y = MX + Y, — MX,, 
ce qui peut s’écrire 
Yy —Y,=mMmXx —X,). 
C’est l'équation cherchée. 


438. Equation de la droite qui joint deux points. 

— Soit un point À dont 

A RO les coordonnées sont x,, 

y, etun point B dont les 

coordonnées sont &,, y, 
(fig. 31). 

La droite cherchée 

passant par le point À, 

son équation est de Ja 


y forme (n° 131) : 


Fig. 31. 


A (T4) 


DT TE meet) (1) 


où 7», le coefficient angulaire, est inconnu. 


NS Dette à DE at PL EE We "* RP MEL ME Ar 11 00 DAT Ne MODERNES 


110 COURS DE MATHÉMATIQUES 


our calc m, eXPrimons ite e au 
R Iculer mn, ue la droite pass 
point B. Les coordonnées de B vérifient l’équation (1) 
ce qui donne la condition : 


Lean Ne me (U, —=12,), 


d’où 
YU, — "1 
TH HR ER ss : 
Ly — XL, 


Cette égalité exprime que: | 

Le coefficient angulaire d'une droite qui passe par 
deux points donnés est égal au quotient de l’accrots- 
sement de l’ordonnée par l'accroissement de l’'abscisse 
lorsqu'on passe d'un poiñt à un autre. 

Portant cette valeur de »7 dans l'égalité (1), il vient 


qui est l'équation cherchée. 
Elle peut encore s'écrire sous la forme plus symé- 


trique : 
ee RAT LEA 
Ya Yi Lg rar 48400 


1439. ExempLes.— Trouver 
l'équation de la bissectrice 
de l'angle xOy. 

Soit OB cette bissectrice. 

(fig. 32); elle passe à l'ori- 
gine, son équation sera de 


la forme (n° 130) : 


Fig. 32. 


Ni TL (x 


m étant le coeflicient angulaire. Or m est la tangente de l'angle 
formé par la droite OB avec l’axe Ox qui est égal à 45°. 


Donc : m = ts 45 4 
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et l'équation (1) devient 
Ys = 
C’est l'équation cherchée. 
Trouver l'équation de la bissectrice de l'angle yOx'. 
Soit OB' cette bissectrice (fig. 32); son équation est de la forme: 


 — mx. 1 (1) 


Ici m est la tangente de l'angle formé par la droite OB' avec 
l'axe Ox; or 


ARS 
B'Ox = 459 + 90° — 1800 — 450, 
puisque Bip 480 
Donc 
m —tg (1800 — 450) = — tg 459 — — 1; 


car les tangentes de deux angles supplémentaires sont égales et de 
signes contraires, et l'équation (1r) 
devient 


= —x. 


C’est l'équation cherchée. 

Trouver l'équation de la droite pas- 
sant par les deux points, À de coor- 
données 2 eto et B de coordonnées 0 Fig. 33. 
CEE 79). HR 

L'équation de la droite qui joint deux points est de la forme 


(n° 138). 


AA = Msn k (1) 
LT XL Jar Y1 


DAS Pout le Dont A, 1-27, —01et, pourle, pomt B'4, = 0, 
PERS | 
Ce qui donne, en portant ces valeurs dans la relation (1), 


X — 2 y 
— 2 I 


ou TZ + 2ÿ — 2 = Oo. 
C’est l'équation de la droite AB. 
140. Droites perpendiculaires, — Soit 


Y = MX 


FPAUUOTT 
ER 
4 
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une première droite D (fig. 34) et soit 
Y=NME 


une seconde droite D’. 
Cherchons à quelle 
condition elles sont per- 
pendiculaires. 
Soit à l'angle de D avec 
l'axe Or, on a 


== to a. 


Fig. 34. La droite D’ perpen- 
diculaire sur la droite D 
fait avec Ox un l’angle « + 90°, donc 


m' — tg (90° +), 


ENS () 0 
m'—— tg (180° — 90° — «), 
nm — — tg (90° — o), 
et, enfin, 
MR CON 
Mais 
CODES = ; 
to © 
Donc 
I I 
MN = — = — —— 
to o nm 


On a donc finalement 
MM —= — 1, 


qui est la condition cherchée. 

Pour que deux droites soient perpendiculaires l’une 
sur l’autre, il faut et il suffit que le produit de leurs 
coefficients angulaires soit égal à — 1. 
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141. Equation de la perpendiculaire abaissée d’un 
point sur une droïte, — Soit une droite D (fig. 35) 


Y—=MX+Nn 


et soit un point À de coordonnées x,,7,. Cherchons 
l'équation de la droite D’ 
passant par le point A 
et perpendiculaire à la 
droite D. 

La droite D'passantpar 
le point À, son équation x! 
est de la forme (n°137) 


A (L, } 
rie 3 : LES Le 
Y—Y—=m (xx), (1) y 
Ju £ : 
m' étant son coefficient Fig. 35. 
angulaire. 


Les deux droites sont perpendiculaires. On a donc 
entre leurs coefficients angulaires la relation (n°440) 


MID —=— 1 
d’où on tire 
I 
M) —= — ——, 


m 


Cette valeur portée dans la relation (1) donne 


L | 2] 
HR UN En (te? 


qui est l'équation cherchée, 


$ 4. — LE CERCLE 


142. Distance de deux points, — 1* cas. Dis- 
tance d'un point à l'origine des coordonnées. — Soit 
un point M de coordonnées x,y (fig. 36). 
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Abaissons du point M la perpendiculaire MP à Ox : 
on à 


OP— x, PM—y. 


Le triangle rectangle OMP 
donne 


Fig. 36. OM — 
Si on pose OM — d, on a donc 
E = 2° + y. 


C'est la formule qui donne la distance d cherchée. 


143. 2° cas. Distance de deux points quelcon- 
ques. — Soit M’ un 
point de coordonnées 
x',y'" et soit M un se- 
cond point de coor- 
données x, y (fig. 35). 
Menons par M'unnou- 
veau système d’axes 
M'x,, M'y:, parallèles 
aux premiers et de 
même sens, et soient Fig de. 

1, Yi, les  Coordon- 

nées de M par rapport à ces nouveaux axes. M étant 
la nouvelle origine, les formules de changement de 
coordonnées donnent (n° 419) : 


LIL T,) 
ERA | (x) 
Yy=Y + y) 


Or, si d'est la distance des deux points M et M', on 
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a, d'après le premier cas, 
d = xi + yi. (2) 
Les relations (1) donnent 
DER, 
PS Us Y 
et ces valeurs portées dans la formule (2) donnent 
tdi y): 


C'est la formule qui donne 
la distance d cherchée. 


144. Équation du cercle. — 
1 cas. — Le centre du cercle 
est l’origine des coordonnées. 

Soit (fig. 38) un cercle de 
centre O et de rayon R. Pour 
qu'un point M de coordonnées «,7 soit sur le cercle, 
il faut et il suffit que l’on ait 


OM= KR 


Ou 


OM — 


to 
0 


Mais (n° 1442) on a 


OM — x? + y? ; 
on en déduit 


Va + ie 


C'est l'équation du cercle. 
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145. 2° cas. Le centre est quelconque. | 
Soit (fig. 39) un cercle de centre C, dont les coor- 
données sont &« et b, et R son 
rayon. 

Pour qu'un point M de coor- 
données x,y soit sur le cercle, 
il faut et 1l suffit que l’on ait 


CM =R; 


ÿ 


M/Z 4) 


ou 


Fig. 30. 


Mais (n° 443) on a 


4: 
e 
| 
& 
+ 
œ 
| 
= 


donc, pour tout point du cercle, on a : 
. 2 2 pt 
(x — a} + (y —bdb) —=R*. 


C'est l’équation du cercle. 
Développous-la, elle s'écrit : 


2° + — 24ax — 20y + à + b° — R° —0. 


Si on pose 
HER — 0, 


elle prend la forme 


+ y — 2x —20y+c—=o. (1) 


146. — Réciproquement, toute équation de la for- 
me (1) représente un cercle. 
En effet, si on pose 
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on en tire pour R une valeur bien déterminée 
a PPT ET AT bp? : 
i—\ a + AC; 


et en remplacant c par cette valeur dans l'égalité (1), 
elle exprime que le carré de la distance CM est égal 
à R°; donc que CM— R ou que le point M est sur 
un cercle dont le centre est le point C de coordon- 
nées a et b et dont le rayon est R. 


ExemPze. — Soit l'équation: 
x? y? — 2x + 47 LiZ—o. (2) 


Elle est de la forme (1). Elle re- 
présente donc un cercle. 

Coordonnées du centre: Comparant 
(x) et (2), on a, en égalant les coeffi- 
cients de x, 


LP OR GR 9 LUN OA: dl 


et, en égalant les coefficients de y, 


— 2h —4, d'où b——; 
1 et — 2 sont donc les coordonnées Fig. 40. 
du centre C (fig. 40). 
Rayon : On a Ta 


R — Va? +4? mt 
R=Vit4— 1 —=V4— ; 


Connaissant le centre et le rayon on peut construire le cercle 
(fig. 40) et l’on voit qu'il est tangent en A à l'axe Ox. 


C2 


$ 9. — LA PARABOLE 


141. Equation de la parabole rapportée à son 
axe et a la tangente au sommet. — Soit une para- 
bole définie par son sommet O, son foyer F et sa di- 
rectrice DD’ (fig. 41). 
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Prenons pour axe Ox la tangente au sommet et pour 
axe Oy l'axe même de 
la parabole, le sens 
positif étant dirigé 
vers l’intérieur de la 
courbe. 

Soit M un point de 
la parabole de coor- 
données x et y. 

Menons la perpen- 
diculaire MH sur la di- 
rectrice DD’. 

Le point M étant sur la parabole, on a 


MH — MF 


ou 


MH —MF*. 


Le paramètre est la distance FA du foyer à la direc- 
trice, appelons-le p. Les coordonnées de F sont alors 


D D 
o et Le celles de À sont o et — L 


On a (n° 143) 


Abaissons MP perpendiculaire sur Oy. 
La figure HAPM étant un parallélogramme, on a: 


NT NP: 


Mais 


d’où 


mais le sens positif étant 


RO NP TE due ce CO Sn T ÉNIENMS S AN OMR CRT ET. ET REA 
= & D « \ , ETES | > 127 à 
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Egalant les deux valeurs de MH? données par les 
relations \1) et (2), on a : 


2 


+262) 


Développons les deux membres, il vient, en sim- 
plifiant : 


DD US: (3) 


ce qui est l'équation de Ia parabole donnée. 
En résolvant cette équation par rapport à y, on la 
met sous la forme : 


I 


Yy— L° (4) 


2p 


448. — Étant donnée cette équation, ilest facile de 
trouver celle d’une parabole ayant comme axe Ox la 
tangente au sommet de la courbe et comme axe Oy 
l’axe lui-même de la courbe, 


dirigé vers l'extérieur de la 
parabole. 

Soit, en effet, la parabole 
P (fig. 42) et sa symétrique P”’ 
par rapport à l’axe x. Si M’ 
est un point de la parabole P’ 
ayant des coordonnées x et 


y; Son symétrique M situé Fig. 42. 
sur la parabole P aura pour 
coordonnées x, — y (n° 1117). Il en sera de même 


pour tous les points de la parabole P qui auront pour 

symétriques des points situés sur la parabole P’. 
Pour exprimer que le point M de coordonnées x, —7 

est situé sur la parabole P il suflit d'exprimer que 


noel 
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le point M' obtenu en changeant y en — y est situé 
sur P'. Donc, connaissant l'équation de la parabole P’, 


on aura l'équation de sa symétrique P en remplaçant 


y par —y ce qui donne : 


— BE Œ 
4 pie 
d’où 
J 32 
ES op 
149. Theorème. — La courbe qui représente la 


‘ariation d'un trinôme du second degré est une para- 
bole. 
Démontrons, que la courbe qui a pour équation 


y—= ax + bx + 0C (x) 
est une parabole. 
150. Cas particulier. — Supposons d’abord : 
DCE 


La relation (1) devient 
VE a (2) 


C'est l'équation d’une parabole. 
En effet, si a est positif, on peut poser 


RSR TOP UE OUR, LR SIP A RTS LOUE 2 PR RE TA 
, Le Ê PAS : - à n ’ = 
ess 
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d’où 


ce qui est (n°147) l'équation d'une parabole à axe ver- 
tical et placée au-dessus de l'axe Ox (fig. 42, courbe P'). 
S1 a est négatif, on peut poser 


Hé 2p ; (4) 
d’où 
SR Lara de : . 
Lee 24 ? 


p est encore un nombre positif. 
L'équation (2) s'écrit alors : 


ce qui est (n° 448) l'équation d’une parabole à axe ver- 
tical et placée au-dessous de l'axe Ox (fig. 42, 
courbe P). 

151. Cas général. — Dans la relation (1), mettons & 
en facteur, on a 


1% b e. | 
y=AX +— x + — |. 5 
y=a|a+ it : 6 
Remarquons alors qu'on a l'identité, 


0 or 
Re —(\ ri Tai: 
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d’où on tire 


et, par suite, l'égalité (5) s'écrit 


y=al (e —+- 


ou 


y=al (x + 


24 


b 


24 


) 


2 b? 
h | 


mr: a 


ja fee (6) 


ad? 


Cela étant, considérons dans le plan (fig. 43) le 
point A dont les coordonnées sont 


» CEE b \ 
Re RER | 
. 44 
Vie 4 2 
l'équation (6) s'écrit 
y=a(x—Xx) + y (7) 


Fig. 43. 


Transportons les axes 
parallèlement à eux- 
mêmes au point À et 
soient x’,y'les nouvelles 
coordonnées dans le 
nouveau système; les 
formules de transforma- 
tion (n° 419) sont 


à ; rl. 
L' = TL, F8 
| 1 

Y Y: Y : 


Ces valeurs portées dans la relation (7) donnent 


Y+y=a RSR ME 
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et, en simplifiant, 
RM (8) 


La courbe représentée par l'équation (8) par rapport 
aux nouveaux axes Ax’, Ay', est une parabole ayant 
son sommet en la nouvelle origine A. Sa tangente au 
sommet est l’axe Ax'; elle sera tournée vers les 7 
positifs si «a >o et vers les y négatifs si a <o. 

Le théorème est donc démontré dans tous les cas. 
L'équation 


y = ax" + bx + c 


représente une parabole à axe vertical, dont l'ouver- 
ture est tournée vers les y positifs si a est positif et vers 
les y négatifs st a est négatif. Les coordonnées du 
Sommet sont 


fr # | 
Cm 
4ac — b? 
= ————, 
CA Aa / 


Il est inutile de chercher à retenir par cœur les 
formules qui donnent les coordonnées du sommet; 
nous donnerons plus loin {n° 185) un moyen simple 
de les retrouver dans chaque cas particulier. 


152. Remarque, — Connaissant l'équation d’une 
parabole à axe vertical, il est facile d’en déduire 
l'équation d’une parabole à axe horizontal. Prenons 
pour origine des coordonnées le sommet de la para- 
bole, pour axe Oy la tangente au sommet et pour 
axe Ox l'axe lui-même de la courbe (fig. 44). 

Si on compare, alors, ce cas au premier cas du 
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théorème précédent (n° 150), on voit que l'axe Ox 
s’est changé en Oy et l'axe 
Oy en Ox. 


Pour passer de l'équation 
RE A: (1) 


représentant une parabole à 
axe vertical à celle qui repré- 
sente une parabole à axe hori- 
zontal, il suffit donc de rem- 
placer dans cette équation x 
par y et y par x, ce qui donne : 


Fig. 44. 


1) 0 HA 
453. Exemeze. — L'équation 
Y= x — 3x + 


représente une parabole à axe vertical et dont l'ouverture est tour- 
née vers les y positifs (n° 154). 


Coordonnées du sommet. — On a 
Sr Lib EE re 
Donc 
oh b Re 3 
ess DONNEES 
; Aaë — b° S—, Qi 
DE aa 4a? ET. 4 re 4 ; 
ce qui donne le sommet A (fig. 45). 
Paramètre. — On a 
I 
ni 
2p 
D'où 
I I 
ve MS ere 
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Le foyer est donc en F sur Ox, puisque AF 


as De et la directrice 
est la droite DD telle ques FD" = 


Fig. 45. 


La tangente au sommet A est la parallèle menée par À à Ox 


Points où la courbe coupe l'axe Ox. — Pour les avoir, il suffit de 
faire y — 0 dans l’équation de la courbe et on a 


x? — 3x + 2 — o. 


Les racines de cette équation sont 


_ _32+V9—8 Sr 


La courbe coupe donc l'axe des x au point P de coordonnées 
1 et o et au point Q de coordonnées 2 et o. 


Point où la courbe coupe l'axe Oy. — Pour x —0 on a ÿ = 2, la 
courbe coupe donc Oy au point I de coordonnées o et 2. 


$ 6.— L’ELLIPSE ET L'HYPERBOLE 


154. Ellipse et hyperbole rapportées a leurs axes 
— Soient F et F’ les foyers d’une ellipse ou d’une 


hyperbole (fig. 46), M un point de lellipse ou de 
l’'hyperbole. Joignons M à F et à F’. 
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On a, pour l’ellipse, 


MF +ME'— 24; (1) 
et, pour l’hyperbole, | 
MF —MF— 24 (2) 
M. 
ou 
MF'— MF — 24. (3) 
à A . Posons 
AE FREE 


On a, dans le cas de l’ellipse, 


2H CIN CURE PI 


et, dans le cas de l’hyperbole 


20 20 OL OMAN 


155. — Réciproquement, si un point M vérifie une 
relation de la forme 
ÆEMPFÉEME=S (4) 


avec une combinaison de signes convenablement 
choisie, il est sur une ellipse si 


DT Ad 7 
et sur une hyperbole S1 


2020; 


Remarquons, en effet, que si Le point M vérifie une 
des relations (4), il ne vérifiera jamais la relation 


— MF — MF — 24, 


car le premier membre, étant négatif, ne peut être 
égal au second qui est positif. Donc, si le point M 


DSP RE, ON ARR NS  EROS, , À CAT COR ES SLT OA MORT 
RE RTS FR ñ 4 + #34 Lee D RP ENS UOTE 1 1 
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vérifie une des relations (4) il vérifie soit (r}), soit (2), 


soit (3). 


1 cas. Soit 24 > 20. Nous allons montrer que le 
point M vérifie la relation (r). 

Pour cela, prouvons que le point M ne peut vérifier 
ni (2), ni (3). Soit M (fig. 46) un point quelconque du 
plan, joignons M à F'et à F', le triangle MFF’ 
donne 


MF —MEF' <FF 


et 
MF'— MF < FF’. 
Mais 
Fee 202 907 


on a donc 
MF —MF'< 2c< 24, 


NME MER LS 54: 


Donc MF — MF’ et MF’ — MF sont toujours plus 
petits que 24 pour tout point M du plan. 

Le point M, satisfaisant à une relation de la 
forme (4), et ne pouvant pas vérifier les relations (2) 
ou (3), vérilie la relation (r) et est sur une ellipse. 

2° cas. Soit 24 < 20. Nous allons prouver que, dans 
ce cas, le point M vérifie la relation (2) ou la rela- 
tion (3). Pour cela, montrons que le point M ne peut 
pas vérifier la relation (r). 

Le triangle MFF’ donne 


ME MF'>FF’ 
Mais 
HIRRÉEENS es 7 


on a donc 
MEME! 26 20. 
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La somme MF + MF’ est plus grande que a, elle 
ne sera donc jamais égale à 2a. Donc M ne peut pas 
vérifier la relation (1); il vérifie soit (2) soit (3), et ül 
est sur une hyperbole de foyers F et F’ et d’axe 

transverse 24. 


156. — Ceci posé, 
prenons FF comme 
axe Ox et comme axe 
Oy, la perpendiculaire 
au milieu de FF’ 
(fig. 47). 

Soit M, un point 
dans le plan, de coordonnées x et y. 


On a (n° 143). es 
ME = fc Eye 


Fig. 47. 


et 


MF = ÿ{x+c) y. 


Pour que le point M soit sur une ellipse ou une 
hyperbole de foyers F et F', il faut et il suffit, comme 
on vient de le voir, que l’on ait : 


+MF+MF — a 
et, par suite, 
2 VRRT ET 2 VE 20; 


C’est l'équation de la courbe rapportée à ses axes, 
Faisons disparaitre les radicaux et pour cela iso- 
lons le premier radical | 


AVR ET 20 2 VF O 7 


puis élevons les deux membres de l'équation au carré. 
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Nous n'introduirons pas de solutions étrangères, 
puisque nous avons les signes (Æ ) devant les a 
Il vient alors : 


(x —c} +y = 4e +(x+c) + y + 4a\/(x X + €) CE: : 


et, en développant, simplifiant, isolant le radical et 
divisant par 4. 


HE aV(x+c)} +y = a +cx. 


Elevons les deux membres de l'équation, encore 
une fois, au carré et nous obtenons 


(x +c}+y"]—= a" + 2a"cx + cx. 


_Développons, simplifions et faisons tout passer 
dans le premier membre et il vient, enfin, 


(a? — 2 + ay —a (a? — €) —0, (1) 


équation commune à l’ellipse et à l'hyperbole : 
* Sic<a on a uneellipse. 
Sic>a on a une hyperbole. 


451. Cas de l'ellipse. — On a, comme on sait, en 
géométrie, 


b étant le petit axe. 
L’équation (x) devient 
bx? + y Sr Did 
qui peut s’écrire, en divisant par a**. 


1 v° 
+ — 10. (2) 
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C'est là l'équation de l’ellipse rapportée à ses axes 


(fig. 48). 


158 CASE 
l'hyperbole. — Po- 
sons, comme en 
géométrie, 

DE ETES b?, 
et l'équation (1) de- 
vient 

PAR 2h12 
— Da + ay 
ae ab? — 0, 


Fig. 48. 
ou en changeant les signes 
Da — ay" — ab — 0. 


En divisant par a°b*, on a enfin 
x? y” 
ET RÉ OU (3) 
qui est l'équation de l’hyperbole rapportée à ses axes 
(fig. 49). 

La ‘longueur + 5 Se 
trouve facilement en 
menant par le sommet À 
de l’hyperbole la perpen- 
diculaire AB à Ox, jus- 
qu'au point de rencontre 
avec l’asymptote. On a, 
comme on le sait, d'après 
la géométrie élémen- 
taire : “é 


AD == pi | k Fig. 49. 


159: Équations des deux asymptotes de l’hy- 
perbole, — 1° Équation de l’asymptote OL (fig. 49). 
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Soit à l'angle de OL avec Ox, on a, dans le triangle 
rectangle AOB, 

D ADO 2 

CAO ASE 


b : : 
Fe est donc le coefficient angulaire de l’asymptote OL. 


Comme la droite OL passe par l’origine, son équa- 
tion est de la forme 


Yy =— 10.1; 


qui devient, en remplaçant 72 par sa valeur —, 
À 7 RS 


LEA 
qui est l'équation demandée. ; 
>» Equation de l’asymptote OL. Soit a! l'angle 
de OL’ avec Ox; les angles & et x’ étant supplémen- 
taires, les tangentes de ces angles sont égales et de 
signes contraires, de même les coefficients angu- 
laires. Donc 


+ b 
ga ape 


t 


L'équation de la droite OL’ est alors 


160. Hyperbole équilatère. — Dans l'hyperbole 
équilatère, l'angle + de l’asymptote OL avec Ox est 
égal à 45°, on a donc 

to a ro 
et, par conséquent, 


—— 1 et: b—=a«. 
DL 
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L'équation (3) de l'hyperbole devient alors 


T° 2 2 
RL 
a a 
et, en multipliant par «°, on a 
L —Y — = 0, (4) 


qui est l'équation de l’hyperbole équilatère rapportée 
à ses axes. 


161. Equation de l’hyperbole équilatère rap- 
portée a ses asymptotes, — Considérons (fig. 50) 
une hyperbole équilatère et prenons comme axes de 


Fig. 50. 


coordonnées les deux asymptotes Ox, Oy. Soient Ox', 
Oy!' les deux axes de l’hyperbole. 


RES 
On a TOME 0 


Connaissant l'équation de l’hyperbole équilatère 
rapportée à ses axes Ox’, Oy’ (4), il est facile, par un 


tx 


2 
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changement de coordonnées, de trouver son équation 
rapportée à ses asymptotes OX OYy. 

Prenons sur la courbe un point M de coordonnées 
x',y'" par rapport aux axes Ox',07' et de coordonnées 
x,y par rapport aux axes Ox, Oy. 

L'équation de l'hyperbole rapportée auxaxesOx',0y! 


est (n° 460) 


AP — Yy° — a = 0. N1 


Les formules de changement de coordonnées, a 
étant l'angle de rotation, sont (n°420) : 


x —xcosa—y'sina, } 


y—=«x'sinat+ycose. ) 


Ici on a & — 45°: donc 
? 


COS 4 — SIN 4 — 
et il vient L = —— 
y = ——=(x + y). 


Multiplions membre à membre ces deux égalités et 
nous obtenons : 


d’où 
VE ES 01 Ho tt}, (2) 


Or, pour tout point de l’hyperbole équilatère, la 
relation (1) est vérifiée, c'est-à-dire que l'on a 


Ces: DU DRE is A 5e Al EM APT, TRE, Fioir # ER et EL ET 70 ee va TE FOND TUE 
Me 2e", > à * ; È : An re à 


à | 
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en portant cette valeur dans la relation (2) on a done 
aussi : 


DUT LLI HS TT 


qui est l'équation cherchée. 
Elle est de la forme 


K étant une constante. 


162. — Réciproquement, une courbe ayant pour 
équation 
UY = K° 


est une hyperbole équilatère rapportée à ses asymp- 
totes car cette équation est de la forme (3), en posant 


On en tire la valeur du demi-axe transverse, 


a=K V5. 


163. Generalisation. — La courbe qui a pour 
équation 
AGE D 
DR NE (4) 


où À,.A',B,B' sont des constantes, est une hyperbole 
équilatère dont les asymptotes sont parallèles aux 
axes de coordonnées. 

Pour démontrer cette proposition, nous distingue- 
rons deux cas. 


164. Cas particulier. — Supposons d’abord 
A — B'= 0. 


RTE LR PR ET SE "+ D à. L ent MT PT RER à 1, Te 
node x 5 2 M TUE RE TAN EL Cr ES ee UE RE D OUR ON nr 


DE 
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Fa 


L’équation (4) prend la forme simplifiée : 


PT Ag 


ns: A 
Si 7 est positif, nous pouvons poser 


B æ 
RS 

et l'égalité (5) s’écrit 
Ur Se, 


ce qui est bien {n° 162) l'équation d’une hyperbole 
équilatère rappor- 


Li 
tée à ses asymp- 
totes. 
118 PAS 
Si ar est négatif, 
A AO NS ET QC TE MEN = SEE à MEL y) 
nous poserons ts 
H Re en Lie 
4% 2 ; EME To pe 
TO SEE é 
re D CPR D Rd 
et l'égalité (5) s’é- 
Crit : | 
D, M KR” La 
Fig. 51. 


BOIS Aalors M 
(fig. 5r) un point de cette courbe de coordonnées 
x et y; son symétrique M’ par rapport à Oy aura 
pour coordonnées — x et y. L'égalité précédente qui 
s'écrit 


(— x)y= K° 


exprime que le point M’ est situé sur une hyper- 


Le SAT PRE Re CN QT DRAP PLAN PRO DRE 
Le » C » AA 1 ” à, 1 . . x 
F 
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bole H'{en pointillé sur la figure)rapportée à sesasymp- 
totes et située dans les angles xOy et x'Oy'. ILen ré- 
sulte que le point M est situé sur l’hyperbole H symé- 
trique de la précédente par rapport à Oy, c'est-à-dire 
sur une hyperbole située dans les angles x'Oy etx0Oy. 

En résumé, dans les deux cas l'équation représente 
une hyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes. 
Elle est de la forme : 

y = — 


TL 


C étant une constante. Si C > o, la courbe est située 
dans les angles x0y et x'Oy, Si0< 0 courbe est 
située dans les angles x'Oy et xOy!. 


ExEemPLe. — La courbe 


J= — 


X 


est une hyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes. Construi- 


4 


Fig. 52. 


sons-la. Le sommet de l'hyperbole est sur la bissectrice de 
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l'angle xOy ; les coordonnées du sommet sont donc égales : 
VIE 3? LEE TI o 


Ce sommet est le point A (fig. 52). Le foyer s'obtient au moyen 
, . . « ° LA 4 ? 
d'une construction facile ; on mène AD perpendiculaire à l’axe OA 
et du point O comme centre avec OD comme rayon on décrit un 
arc de cercle qui coupe cet axe au point F: c’est le foyer. Du 
reste, la courbe peut se construire par points : 


I : 
pour æ—2 ona ÿ——ce qui donne À’, 
2 
I 
NP ANE necE PP em » y 


et ainsi de suite. 


165. Cas général. — Dans le cas général, nous 
écrirons l'équation (4) sous la forme suivante : 


| B'’ B' B 
NA MMA TE ANA 
Av B' 
SAUT 
DES 
| il B B' 
A RASE A 
Vie eve) es G 
ou, enfin, 
BA' — AB 
- A A? 
UE. SRE B' 
r+ 
Posons : He 
A — B' BA'— AB CG 
D no agua ne 


et l'équation s'écrit : 


DTA er mie ue 


OR ue AE NE NS © re UY HEC VS EUR PAU OR 4 ru) RS ALES ne 
# uses c 4 L » P Co Lu * L! 
+ Æ ns ET ES rh f 
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Cela étant, transportons les axes de coordonnées 
parallèlement à eux-mêmes au point O’ (fig. 53) de 


4 Y° 


Fig. 53. 
coordonnées x, et y,. Les formules de changement 
de coordonnées, sont (n° 419) 


7 A 
(LT —=X, —- X, 


Cy=Yy+ y, 


et l'équation de la courbe (6) devient, en rempla- 
çant x et y par leurs valeurs, | 
César et 

Nous retombons dans le cas précédent. Cette équa- 
on représente une hyperbole équilatère qui admet 
pour asymptotes les axes O’x’ et O'y". 

L'équation (4) représente donc, dans tous les cas 
une hyperbole équilatère dont les asymptotes sont: 
la parallèle à Ox d’ordonnée 


B’ 


ie ça SUR GE Pr ane Sn Set DS 
ANRT RE : L'on T AS EMA PLU rh ai ONE ent A Le + 


CHAPITRE IV 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL 
DIFFÉRENTIEL 


$ 1. — TANGENTES ET NORMALES 


166. Definition. — Etant donnés une courbe C, 
un point M sur cette courbe et un point M voisin de 
M, si, le point M restant fixe, le point M’ se déplace 
sur [a courbe en se rapprochant indéfiniment de M, 
la sécante MM’ tend, généralement, vers une position 
limite MT qu'on appelle la tangente à la courbe au 


point M (fig. 54). 


167. Theorème, — Le coefficient angulaire de la 
tangente en un point 
d’une courbe, est la 
dérivée, en ce point, 
de l’ordonnée const- 
dérée comme fonc- 
tion de l’abscisse. 

Soit (fig. 54) Mun 
point de la courbe 
C, de coordonnées 
æ, yet M'un point 
voisin de M. 

Quand on passe 
de M en M, l’abscisse x subit un accroissement Ax 
et l’ordonnée 7 subit un accroissement A7y de sorte 
que les coordonnées de M’ sont x + A x et y + A y. 


Fig. 54. 
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Le coefficient angulaire de la droite MM’ est donc 


(n° 138) 


Lorsque le point M'se rapproche indéfiniment de 
M, la sécante MM a pour limite la tangente MT au 
point M. 

D'ailleurs, A x tend vers zéro et le coefficient angu- 

dy 


laire <E de la sécante a pour limite la dérivée Pres 
x 


Fe te coefficient angulaire de la tangente MT 
au point M de la soie C est la dé 0e en M, de 
l'ordonnée considérée comme fonction de l’abscisse. 


168. Équation de la tangente en un point d’une 
courbe, — Soit (fig. 54) un point M sur la courbe C 
de coordonnées fixes x, y et soient X et Y les coor- 
données courantes d’un point quelconque de la tan- 
gente M T au point M à la courbe. 

L'équation de la tangente MT, est celle d’une 
droite passant en un point M de coordonnées #, y, 
elle est donc de la forme (n° 131) 


Y—y— m(X —x). (1) 


D'ailleurs, 2 étant le coefficient angulaire de la 
tangente, on a (n° 461) 


dy 
nr ART 
et la relation (r) devient 
USE 
Y—y— _ (X — x) 


ou 
Y—y=y (X— à). 


. C’est l'équation de la tangente. 


TANGENTES IA 


REMARQUE.— Dans cette équation x,y et y'sont des 
quantités fixes; X et Y sont les coordonnées variables. 


169. Exempze I. — Soit la parabole 
(1) j=#trt: 


Elle passe (fig. 55) au point M de coordonnées 1 et 3. 


ÿ 


F===fM/1,3) 


} ] / | 
LORIE 
[e) r 


Fig. 55, 


Cherchons la tangente en ce point. Son coefficient angulaire 
est 


MEL" 


ei, pour Æ — 1, 0n a 
ide 
L'équation de la tangente en M est donc 
Y— 3 3{x A) 


ou 
MU. 


Cette tangente passe par l’origine puisque son équation n'a pas 


de terme constant (n° 430). C’est OM. : : Ni 


Sommet de la parabole.— La tangente au sommet de la parabole 
est parallèle à Ox, son coefficient angulaire est donc nul et on a 


PAIE R- 0 
d'où 


09 ea TS 


2 


rt LAS APS E XD LEO DS COMMENT ie DA CA ETS LS) 7 ML AN RS LUTTE = HAT O = L" LE dr À 


PTT + L ENTREE 
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I I 17 3 
Orjpourzr=r FOR AT CZ SEULE Lee En 
donc x = — as FA A Se sont les coordonnées du sôimmet de la 
2 } 
parabole, 


470. Exempze II. — Soit l'hyperbole équilatère 


X 


rapportée à ses asymptotes (n° 164). 
Elle passe au point M, de coordonnées 1 et 4. Cherchons la tan- 
gente en ce point. Son coefficient angulaire est 


et, pour x —=1,0na 


y—4——5{(5 0) 
d'où 
Y= —.4x + 8. 


Construisons cette 
droite ; nous connaissons 
un point M de la droite, 
cherchons-en un second, 
par exemple, le point où 
elle coupe l'axe Ox. Si 
on faity — 0 0na #2; 
Donc la tangente coupe 
Ox en un point d’abs- 
cisse 2; c'est donc MT 
(fig. 56). 

Fig. 56. Remarque. — On voit, 
dans l'exemple précé- 
dent, que l’abscisse du point T est double de l’abscisse du point M. 

C’est là un fait général. 

D'où un moyen facile pour mener par un point pris sur une hy- 
perbole équilatère rapportée à ses asymptotes une tangente à la 
courbe : sur l’axe Ox on porte une abscisse double de l’abscisse 
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du point de contact et on joint ce point au point de contact; la 
droite obtenue est la tangente. 

Ceci prouve, d’ailleurs, que le point de contact M est le milieu 
de TT’; T et T' étant les deux points d’intersection de la tangente 
avec les asymptotes. 


171. Définition. — On appelle zormale en un point 
d'une courbe, la perpendiculaire à la tangente en ce 
point. Le point de la courbe où on mène la normale 
est ce qu'on appelle /e pied de la normale. 

Ainsi,soit(fig.57) 
une courbe C, pre- 
nons un point Msur 
cette courbe, me- 
nons Ja tangente 
MT ; la perpendi- 
culaire MN à MT 
estla normale à la 
courbe C. M est le 
pied de cette nor- 
male. | 


Free 57: 


4172. Coefficient angulaire de la normale. — Le 
coefficient angulaire de la tangente MT étant y’, le 
coefficient angulaire de la normale MN qui lui est 
perpendiculaire (n° 440) est | 


La normale est donc déterminée puisque l'on con- 


nait un de ses points M et son coefficient angu- 


I « 


laire — — . 


113. Équation de la normale, — Soit (fig. 57) un 
point M de coordonnées fixes x, y sur la courbe C 
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et soient X et Y les coordonnées courantes d’un 
point M de la normale MN. | 
L'équation de la normale MN est de la forme 
(n° 1437) 
Y—y—=m(X— x). (1) 


Mais » étant son coeflicient angulaire, on a, comme 
nous venons de le voir, 


Re ie 
D RUE NE 
et la relation (1) devient 
r ANT dre Se 
After 1 y! (X x) 


ou, en multipliant les deux membres par y’, 
X—x+y (Y —7y)—0o 


ou encore, avec la notation différentielle, 


C’est l'équation de la normale dans laquelle x, y 
et y’ sont des quantités fixes, X et Y sont les coor- 
données variables. 


174. Exempze. — Soit la parabole (fig. 58) 


derses x2. 
On a : * 

AIS SET 

LE METAL p° 


PR d 


“Craie dt OR eh « PNR OT VEN PORC PRSEPAT POR EE P PL FN QUN Ca 
È * x Riu E \ FT 18 . sr 4 
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et l'équation de la normale MN est 


AC M ro: 
P | 
Sous-normale dans la para- 
bole. — La normale MN coupe 
l'axe des y au point N ; cher- 
chons les coordonnées de ce 
point. L’abscisse X est nulle. 
Faisons X — o dans l’équa- 
tion de la normale et il vient 


v 


7" | 
—x+— (Y —ÿ)—0o 
ve ) 


d’où on tire 


x 
dise Ÿ = = p. Fig. 58. 


Menons par le point M la perpendiculaire MQ à l’axe Oy ; QN 
est ce qu’on appelle la sous-normale. Or, on a 


ON = ON — 00; 


et ON — OQ est la différence des ordonnées des points Net M, 
c'est done Ÿ — y dont la valeur est p. 
On a donc 


Ne 


Dans la parabole la sous-normale est constante et égale au para- 
mètre. | 


$ 2. — RAYON DE COURBURE. 


175. Définition. Etant donnée une courbe T et 
un point M sur la courbe (fig. 59), menons la normale 
MN au point M et la normale M'N’ en un point M’ 
voisin de M. Ces deux normales se coupent en un 
point [. Imaginons que le point M' se rapproche indé- 
finiment du point M, le point [ se déplace sur la 


BourzerT. Cours de math. 10 


MUR 
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droite MN quiest fixe et à la limite, quand le point M 
se confond avec M, le point I vient occuper une posi- 
tion limite C. 

Le point C, ainsi 
obtenu, est{e centre 
decourbure au point 
M; la longueur CM 
est le rayon de 
courbure. 

On appelle cercle 
de courbure au point 
M, le cercle de 
centre C et tangent 
à la courbe en M. 

Généralement le 
cercle de courbure en un point M d'une courbe tra- 

verse (fig. 59) cette courbe en M. Quand cela na 
pas lieu, le point est appelé sommet de la courbe. 


Fig. 59. 


4116. Calcul du rayon de courbure, — Soit une 
courbe T (fig. 59), prenons deux axes Or, 07 et un 
point M sur la courbe de coordonnées x, y. 

Le coefficient angulaire de la tangente en M est 
égal à y’. 

Prenons un point M' sur la courbe, voisin du 
point M. Quand on passe de M en M’, l'abscisse x 
subit un accroissementAx, et l'ordonnée y un accrois- 
sement Ay correspondant, de telle sorte que les coor- 
données de M’ sont (x + Ax) et (y + Ay). De même, 
le coefficient angulaire de la tangente, quand on passe 
de M en M’, subit un accroissement Ay', ce qui fait 
qu'au point M le coeflicient angulaire de la tangente 
est (y + A7). 


Menons les deux normales aux points M et M'et 
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soit [| leur point d'intersection de coordonnées X 
et Y. 

Le point I étant sur chaque normale, ses coordon- 


nées X, Ÿ vérifient l'équation de chaque normale. 
L'équation de la normale MI est (n°173) 


berne D y leo: (1) 
L'équation de la normale MI est 
X—x—Ar+(y +Ay)(Y—y—Ay)=0, (2) 
ce qui peut s'écrire 
X—x—Ax+Yy(Y—y)+AY (Y —7y) 
ay(y+Ay)—=0o  () 
Les coordonnées du point [ vérifiant les équations 
(1) et (3), 1l suffit de résoudre ces deux équations 
pour avoir X et Y. 
Retranchant (x) de (3), il vient 
—Ax+Ay (Y—7y)—Ay (y +Ay)=o. 
D'où 


__ Ax+Ay(y +Ay) 


V1 7 DES EES (4) 


D'ailleurs, l'équation (r) peut s écrire : 
Rte ne Any) (8) 


et ainsi les égalités (4) et (5) donnent les valeurs de X 
et Y, coordonnées du point I. 

Si on fait tendre Ax vers zéro, c'est-à-dire si M’se 
rapproche indéfiniment de M, le point I tend vers 
une position limite C qui est le centre de courbure. 

Soient x,, y, les coordonnées de ce point C. 
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Quand Ax tend vers zéro, X tend vers x, et Y 
vers 7,. 

D'autre part, la relation (4) peut s’écrire, en divi- 
sant les deux termes de la fraction par Ax, 


A 
Ù + (y' + Ay) 


A VA 
AT 


Peu ER (6) 


’ - 7 à A T EN ; na 
Quand Ax tend vers zéro, Ÿ — y tend vers y, — y, 


Ay Ay" 
À 


—— tend vers y’, Ay’ tend vers zéro, — tend vers 


la dérivée dé y', c'est-à-dire vers y” ; et, par suite, 
l'égalité (6) devient à la limite 


12 
LoftU 
YU —U—= ——. ne 
Yi y y" \ 
La relation (5) devient, à son tour, 
m 


—t—=—y(y,— y), (8) 


ou, en remplaçant y, — 7 par sa valeur, 


RE 7 


171. Coordonnees du centre de courbure, — Les 
formules (7) et (9) fournissent les coordonnées du 
centre de courbure C. On peut en tirer les valeurs 
de x, et y, qui sont ainsi : 


1 +7" 
XL = A— D'ÉMErS C, 
y 
12 
Lee 
HU re Hate 


y 


Le ou fe pie SAS E SC QD TE A ES at Eu A CO PS AR CR PR SE OR 
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178. Rayon de courbure. — Soit o Le rayon de 
courbure cherché, on a (n° 143). 


RUN (PE (y) 


et, en remplaçant (x, — x) et (y, —y) par les valeurs 
trouvées (7) et (9), 


0° RL # u ne he AE ü Ey} 
Y 
a G+yt) 
SRE 4 
On a donc 
at me 
N EMA y" 
ou 
nl 
Dares V| CRE Ée 
A d°? 
dx” 


C'est la formule qui donne la lonoueur du ravon 
DO 
de courbure. 
Il faudra v choisir le signe du radical de facon que 
2 ; 
la valeur de » soit positive. On devra donc prendre 
f P P 
(+) si y” est positive, et (—) si y”’est négative. 
Cette égalité s'écrit quelquefois 


ne | co 


LA DU me 


ei on 
en employant les exposants fractionnaires. 
Connaissant le rayon 9 on peut tracer le cercle de 
courbure. Il suilit, pour cela, de porter sur la nor- 


male MN, à partir de M, du côté de la concavilé de 


FER 


DROLE RS RS SR D 
M "# N° à F5 " % à 7 Li d po 7 : 7% 
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la courbe, une longueur MC égale à p et on a le 
centre C du cercle. 


479. Exempze [. — Rayon de courbure en un point d'une para- 
bole. — Considérons la parabole 
I 
ap 


et cherchons le rayon de courbure en un point. 
Le dérivée de y est 


la dérivée seconde est 


On a done, en appliquant la formule qui donne le rayon de cour- 
bure, 


ou 


Appliquons cette formule à la recherche du rayon de courbure 
au sommet de la parabole ; 
Y on a alors æ = 0, d’où 


213 
 VIPITES 
PETER 

P 

Au sommet, le rayon de 
courbure est donc égal au 
paramètre, c’est-à-dire qu’il 
est égal à 2 OF (fig. 60), 

F étant le foyer. 
æ Ilest alors facile de tracer 
D ce cercle de courbure qui 
ne traverse pas la courbe. 
Fig. Go. Comme la parabole, au 
voisinagei de son sommet, 
se rapproche beaucoup de ce cercle, il y a avantage, au point de vue 
graphique, à le tracer. 


é 
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480. Exempce IL. — AXayon de courbure en un point d'une ellipse. 
— Considérons une ellipse rapportée à ses axes 


résolvons par rapport à y. On obtient 
D y———— 
Nés Va x ; 
$ 


et prenons le radical avec le signe (+) en ne considérant que les 
points de l’ellipse situés au-dessus de l’axe Ox. 
La dérivée de y est : 


Il 
| 
| 


Var a? — x ue 
ne b a? — x? 
RES a? — x? i 
ou 
ab 
"= — 


Appliquant la formule qui donne le rayon de courbure, on a 


Le radical du numérateur doit être pris avec le signe (—) car p 


doit ètre positif. k 
En simplifiant le numérateur, on a 


OÙr. 


car dre bc 
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Ce qui donne Ie rayon de courbure en ün point de la courbe 


d’abscisse x. 
Appliquons la formule à la recherche des rayons de courbure 


aux sommets À et B (fig. Gr). 


Faisons pour cela x = actona 
+ Vie Po NA [ae (a? = c?)f3 
Fi a*b Fe a*b 


a'b 
ou : 
L2 
(a) pe 
a 
C’est le rayon de courbure en A. 
Pour le sommet B, faisons # = 0,ona 
us Via} 
RE Duteil 
ou 
(2) a? 
2 = <=, 
| P b 


481. Construction des centres de courbure aux sommets de l’ellipse. 
— Menons (fig. 6r) les tangentes aux sommets À et B. Nous for- 
mons ainsi un rectangle OACB, dont le sommet C est dans l’angle 
xOy. Joignons AB et par le point C menons CH perpendiculaire 
sur AB. Cette perpendiculaire coupe Ox en w : c’est le centre du 
cercle de courbure au point À ; la perpendiculaire coupe ensuite Oy 
‘en w’: c'est le centre du cercle de courbure au point B. 

En effet, nous allons prouver que 


DA = 


Les triangles wAC et BOA sont semblables (car ils ont les côtés 
respectivement perpendiculaires) on a donc 


wA  OB 
AR NT EU CHA 

ou 
WA b 


b a 


Donc w est bien le centre de courbure au point A 
Démontrons de même que 
a? 


w'B = = hs 


x/4 ÿ 


Fig. Gr. 


Les triangles w'BC et OBA sont semblables, pour la mème 
raison que plus haut, on a donc 


G'brerOA 
BC OB 
ou 
Be 
LEA 
d'où À 
: a 
w'B AE 


Donc w' est bien le centre de be au point B. 

Ces cercles de courbure étant tracés, l'ellipse est presque f délère 
minée, graphiquement, puisque l’on sait qu'elle est tangente en A 
et B aux cercles de courbures w et w' et qu'elle doit passer entre 
les deux cercles. 
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$ 3. — CONSTRUCTION D'UNE COURBE DONNÉE PAR SON 
ÉQUATION. . 
182. Resume des cas les plus simpies, — Les 


résultats que uous avons établis au Chapitre 111 nous 
permettent dans un certain nombre de cas simples 
de connaître la définition et le caractère géométriques 
des courbes représentatives des variations de cer- 
taines fonctions simples. | 

Nous allons d’abord résumer ces résultats géné- 
r'AUX. 

Dans chacun de ces cas il suffira, pour construire 
la courbe, puisqu'on connait sa nature, d’en avoir un 
certain nombre de points ou les éléments principaux. 


183. Constante, — Lorsqu'une fonction est cons- 
tante, sa courbe représentative est une droite paral- 
lèle à Vaxe'Ox:(n° 128). 

Ainsi l'équation 


y —=Ù 


représente une droite parallèle à Ox qui coupe l’axe 
Oy au point d'ordonnée b. 


184. Binôme du premier degre.-— La courbe repré- 
sentative de la variation d’un binôme du premier 
degré est une droite. 

L’équation 


y —ax + b 


représente, comme nous l'avons vu (n° 131 à 134) 
une droite qui fait avec l’axe Ox un angle « tel que 


tang a — «. 
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Pour construire cette droite (n° 185), il suffit d’en 
connaître deux points. On prendra, par exemple, le 
point où elle coupe laxe Oy 


et le point d’abscisse 1, 


Fa y =a+ 0. 


485. Trinôme du second degré. — La courbe 
représentative de la variation d'un trinôme du second 
degré est une parabole a axe vertical (n° 149). 

Pour construire la parabole dont l'équation est 


y —= ax + bx —c (1) 


on en cherche d’abord le sommet. C’est le point où 
la tangente est parallèle à Ox, c'est-à-dire le point 


dy 


où le coefficient angulaire de la tangente ae est nul. 
dx 


_ On a donc, au sommet, 


da 
Ce dut + b— 0: 
dx 
ce qui donne : 
b 
€ —= — 
24 


En donnant à x cette valeur dans l'égalité (1) on a 
l’'ordonnée y du sommet. 

En attribuant à x d’autres valeurs, on aura d’autres 
points de la courbe qu’on pourra marquer. En parti- 
culier, en faisant x — 0 on a le point 


TL —0O, (REX 


où la courbe coupe Oy ; et en cherchant les racines 
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de l'équation 


ax + dx +c—=0, 


on à, si ces racines existent, les abscisses des points 
où la parabole rencontre l'axe Ox. 

On sait, d’ailleurs (n° 1451), que l'ouverture de la 
parabole est tournée vers le haut ou vers le bas sui- 
vant que & est positif ou négatif et, qu’en outre, le 
paramètre p de la parabole est égal à la valeur 


I 
absolue de : 
4 


186. Quotient de deux binômes du premier degre. 
— La courbe représentative de la variation du quo- 
lient de deux binômes du premier degré est une hyper- 
bole équilatère dont les asymptotes sont parallèles 
aux axes. 

Nous avons vu, en effet (n° 163), que l'équation 


représente une hyperbole équilatère rapportée à ses 
asymptotes. 
Plus généralement (n° 165) l'équation 


LÀ AxB 
RUE Ne EU 


représente une hyperbole équilatère dont une des 
asymptotes est la parallèle à Ox d’ordonnée 


A 
HET LA 


et dont l’autre asymptote est la parallèle à Oy d’abs- 
Cisse 
B' 


L==— ———°: 


A’ 
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Pour achever de déterminer la courbe on pourra 
en chercher quelques points ; par exemple, ceux où 
elle coupe les axes qui sont: 


B 
LL = — —— V0: 


AF $ 
et 


XL —= O0, Y Arpie 


1487. Marche à suivre pour construire une 
courbe quelconque. — Lorsqu'on donne une équa- 
tion et qu'on demande de construire la courbe repré- 
sentative, on commence par résoudre l'équation par 
rapport à y. Elle prend la forme 


y =f (x) 
et on étudie les variations de la fonction f{r) en sui- 
vant les procédés généraux exposés plus haut (n°97). 

On fait le tableau résumé des résultats. 

On marque avec soin quelques points particuliers : 
ceux pour lesquels la dérivée s’annulé, car en ces 
points la tangente est parallèle à l'axe Ox; les points 
où la courbe coupe l'axe Oy, il suflit de faire x —0; 
les points d'intersection de la courbe avec Or,en cher- 
chant, si cela est possible, pour quelles valeurs de x 
OI AU 0. 

Enfin, on calcule les maxima et les minima de Îla 
fonction. 


188. Exemple I. — Construue La courbe 
US AT 
C’est ce qu'on appelle la parabole cubique. 


Supposons a > 0, la dérivée est 


HER SAN : 


De M de 
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Cette dérivée est toujours posttive, donc la fonction 
est toujours croissante. 
La dérivée est nulle Dour) 


Æ 


Fig. G2. 


Pour x —Æ+ , la fonction est du signe x* et infi- 
niment grande. 
On a donc le tableau suivant : 


“ ds ) 
— + — D 
+ ‘ croit 

(e (e O 
— croit 
+ © + Es 


On peut alors construire la courbe (fig. 62). Elle 
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présente à l’origine des coordonnées un point d'in- 
flexion où la tangente est Ox. 


189. APPLICATION. — Cette courbe trouve son appli- 
cation en construction, quand on calcule {a résistance 
des bois ronds. 

Soit D le diamètre du bois et soit P Ie poids unique 
agissant au milieu de la pièce de longueur {, on 
trouve entre D, P et {Ia relation suivante 

3 
RE _ (1) 
K étant un coellicient numérique. 

Tracons (fig. 63) deux axes Ox, Oy portons les 
valeurs de P en ordonnées et les valeurs de D en 
abscisses. 

En d’autres termes 
faisons 


M7 De 0 


on aura : 


Si, dans les rela- 
Honsit) et (2); on 
donne à / des valeurs 
successives 1°, 2%, 3" 
etqu on construise les 
différentes paraboles cubiques on obtient ce qu'on 
nomme un abaque. 

Cet abaque étant construit une fois pour toutes, 
pour trouver, par exemple, le diamètre D à donner 


Fig. 63. 


Ve 


* 
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à un bois de 3 mètres de portée pour qu'il résiste à 
une charge P de 1000 kgr., on procède ainsi : 

Supposons que pour tracer l’abaque on ait porté 
sur Ox les valeurs de D en centimètres, et sur O7 les 
valeurs de P de 100 kgr. en 100 kgr., on prend sur 
Oy, 1000 kgr. c'est-à-dire la dixième division et par 
le point À on mène une parallèle à Ox. Cette paral- 
lèle rencontre Ia parabole cubique /=—3 au point M. 
Par ce point menons MP perpendiculaire à Ox, 
mesurons la longueur OP et nous aurons la valeur 
de D en centimètres. 

On peut inversement avoir à calculer la charge P 
que peut porter un bois ayant un diamètre donné 
D =13 cm. et unéporiéer dé meines: 

Pour cela on porte, sur:0x, D=r15%em Ones 
point P (fig. 63), on mène la parallèle PM à Oy, elle 
rencontre la parabole cubique {=—3 au point M ; par 
ce point on mène M À parallèle à Ox et on a la lon. 
gueur O A qui donne la valeur de P en kilogrammes, 
ici 1000 kgr. 


190. Exemple II, — Construure La courbe donnée 
par l'équation 
Y = A — OL + 247 +7. 


La dérivée de y est 


y — 3x —18xX +024, 
y! = 3 (x? — 6x +8). 


Cherchons pour quelles valeurs de x la dérivée s’an- 
nule ; ce sont les racines de l’équation 


x —6x + 8—0o 


RE 

RITES \ TL 4, 

Dee FEES ; > 
x=3+V9—8—3%r)., 2 
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Pa dérivées annule pour x =—2etxr—4. 

Nous avons donc trois intervalles à considérer : 
(— ,2), (2,4) et (4, +) dans chacun desquels la 
dérivée conserve un signe constant. 

æ croissant de — æ à 2, la dérivée est positive, 
la fonction croît. D'ailleurs, pour x —— (n° 11) 
le polynome est infiniment grand et du signe de 
Sonmrenmelde desré le, plus: élevé x°, donc né- 
catif. 

Pour x — 2, il est maximum et égal à 


8 — 36 +48 + 1 — 021. 


Donc, y croit de —æ à 21. 

Quand x croit de 2 à 4, la dérivée est négative 
la fonction décroîit 
de 21 à un mini- 
mum 


G4— 144 +96 +: 
= 17. 


Enfin, x croissant 
dé 4 à + oo, la -dé- 
rivée est positive 
et la fonction croit 
de 17 à + (car, 
pour & = +, x* 
est positif). 


Valeur  particu- 
HOFBEEDOUTI TL — 0; 
VE \ 14 

La discussion se résume dans le tableau sui- 
vant : 


BourLeT. Cours de math. sant 


77 Dee AU SR ME ESS 
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æ ;: 3 
—— + ES : 
+ croit 
(e ô I 
+ croit 
2 0 21 (max. relatif.) 
| —- décroit 
4 ) 17 (minimum) 
+ croît 
+ co + œ . + co 


Construisons la courbe représentative de la varia- 
tion. | 

x Croissant de — à 2, on a une branche de courbe 
ascendante AB (fig. 64), partant de l'infini, à gauche 
en bas, et montant au maximum relatif B (2, 21). 
Pour avoir ce point dans les limites de la feuille, 
supposons que l'échelle sur l'axe Oy soit cinq fois 
plus petite que l'échelle sur l'axe Ox. 

Cette branche coupe l'axe des x:et l’axe des y. Elle 
coupe l'axe des y au point M (0,1). 

x variant de 2 à 4, la courbe redescend de B au 
minimum C (4,17); pour remonter, quand x croît 
de 4à +, de C jusqu'à l'infini à droite, en haut. 

Aux points B et C la tangente est horizontale 
(parallèle à Ox), puisque y'— 0. 


codipt ironie 6 lmttiittiit nb 


UE RE PET NN TS I Et UN 
E EN 4 ds" 2] 4 # à ; 1 : : 
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$ 4.-— RÉSOLUTION GRAPHIQUE D'UNE ÉQUATION. 
CONSTRUCTIONS D'ABAQUES. 


191. Marche a suivre pour résoudre graphique- 
ment une équation, — Soil à résoudre l'équation 


fa) = 0. () 
Posons : 


y = f(x). | (2) 


Résoudre léquation (1) c'est trouver les valeurs 
particulières de x pour lesquelles y — 0. 

On construit, par suite, la courbe représentative de 

La fonction (2) avec soin et on prend les points d’inter- 
section de la courbe avec l'axe Ox; les abscisses de 
ces points sont les racines de l'équation donnée (1). 
_ En fait, il n y a pas besoin de construire avec soin 
toute la courbe, il suflit de construire exactement les 
portions de courbe au voisinage des points où elle 
rencontre l’axe Ox. 


192. Exemple. — Résoudre l'équation du troisième 
degré 
L'——3% + 1 =D; 
Posons 


et étudions la variation de cette fonction. Sa dérivée 
est 
OU OX 0 Dr -—-.1). 


Cette dérivée s’annule pour x =Æ+ 1. 
Nous avons donc trois intervalles à considérer : 
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(—æ,—1),(—1,+i)et(1,+o) dans chacun des- 
quels la dérivée conserve un signe constant. 

x croissant de —o à — 1, la dérivée est positive, 
la fonction croit. D'ailleurs pour x— — (n°147) le 
polynôme est infiniment grand et du signe de son 
terme de degré le plus élevé 4°, donc négatif. 


Pour x —— 1, il est, maximum, égal à 3. Donc, 
y croit de crie, 
Quand'# croi deu, la dérivée est néga- 


tive : la fonction décroit de 3 à un minimum égal à 
LE 

Enfin, x croissant de 1 à + w , la dérivée est posi- 
tive et la fonction croit de — 1 à + (car, pour 
x——+o,x* est positif). 

La discussion se résume dans le tableau suivant : 


a v* 7 
leo — 
— croît 
= () 3 (max.) 
— décroît 
Ir 0 — 1 (min.) 
—- croît 
Fo Ju 


Construisons la courbe représentative de la varia- 
tion. 

x croissant de — à 1,on à une branche de 
courbe ascendante CM (fig. 65) partant de linfini, 
à gauche en bas, et montant au maximum M (— 1,3). 
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æ variant de — 1 à + 1, la courbe redescend de M 
au minimum 72 (1,—1); pour remonter, quand x 
croit de 1 à +, de 77 jusqu à l'infini à droite, en 
haut. 

La courbe coupe l’axe O7 au point D (o, 1). 

On voit que la courbe coupe trois fois l’axe Or, 
l'équation donnée a donc trois racines : deux racines 
sont positives et données par les abscisses des points 
A et B, une racine est négative et donnée par l’abs- 
cisse du point C. 


Fig. 65 bis. 


Calculons. par exemple, l’abscisse du point A : pour 
; , Ï P 
cela construisons avec soin l'arc D A m à une échelle 
plus grande. Faisons varier x de o à r (fig. 65 bis). 


DS OYT Y = 0,001 — 0,3 1 — 0,701, 
= 0,2 Y —= 0,008 — 0,6 + 1 — 0,408, 
Li 059 Y —= 0,027 — 0,9 +1 = 0,127, 
PAU, Y —= 0,064 — 1,2 + 1 — — 0,136. 


On joint par une courbe les différents points obte- 
nus, la courbe coupe l'axe Ox en un point À et en 
mesurant l’abscisse O À à l’échelle choisie on a une 
valeur approchée d'une racine de l’équation. 
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Cette valeur est environ 0,33. 
On calculerait de même les deux autres racines de 
l'équation. 


193. Résolutions par abaques. — On appelle aba- 
que un ensemble de courbes destiné à résoudre par 
des tracés graphiques des équations d’un type déter- 
miné, ou à trouver, par le graphique, les valeurs 
numériques d'expressions alsébriques données. 

Dans les problèmes de construction sur la réparti- 
tion des tôles de semelles dans les poutres de fer 
double T {), on a à résoudre une équation de la forme 


A = px + q. (1) 


Voici un moyen simple de trouver les racines de 
cette équation incomplète du 3° degré. | 
Posons | 
y=n | (2) 
et 


Y=PpX +. (3) 


L'équation (2) représente une parabole cubique 
(n° 188); l'équation (3) est l'équation d’une droite 
(n° 1431). 

On peut donc construire les courbes (2) et (3) et 
les abscisses des points de rencontre de la droite 
avec la parabole cubique sont les racines de Péqua- 
tion donnée (1). 

On construit (fig. 66) la parabole cubique 


V De XL 


avec soin une fois pour toutes; c'est l'abaque qui sert 


() Voir : BRUNE, Cours de construction, p. 48 à 52 et PILLET, Traité de 
stabilité des constructions, p. 194. 
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à résoudre toutes les équations de la forme 
A — DT — q —=0. 
Puis, on construit la droite 
y = px + 


pour cela, il suffit de connaître deux de ses points : 

Pour t=0, 0074, 
ce qui donne le point Q 
(og); pour-x —.1;,0n.a 
y —=p + 9, ce qui donne 
le point À (1,p +gq). 

Joignant À à Q, on 
obtient la droite 


Y = pr + 4; 


les abscisses des points 
d'intersection de la 
courbe avec la droite 
AQ sont les racines de 
l'équation cherchée. 
Ainsi, dans la figure 
66, Ia droite AQ coupe la 
parabole cubique en Fig. 66. 
trois points M, N, R; 
l'équation donnée a donc trois racines : deux racines 
sont négatives et données par les abscisses des points 
N et R; une racine est positive et est donnée par 
l’'abscisse du point M. | | 
194. Pratiquement, on construit une fois pour 
toutes, sur une feuille de papier fort, la parabole 
cubique (fig. 66 bis). Pour plus de, commodité, on 
peut prendre des échelles différentes sur les deux 


Ne PP MO DE PRE NO SRE SA TRE PRE 
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axes ; il y a, en général avantage à prendre l'unité sur 
Ox beaucoup plus grande que sur Oy. | 

On gradue Ox et Oy; puis, on trace la droite z 
parallèle à Oy à la distance 1. On porte sur elle les 
mêmes graduations que sur Oy. 


£ 


End 
3) 


|” ñ 
1319 3 P'q 
12. 12 
; ie 
10 10 
à p 
8] 8 
î 7 25e 


Fig. 66 bis. 


On exécute tout ceci avec le plus grand soin et à la 
plus grande échelle possible. On a ainsi l’'abaque qui 
servira à résoudre toutes les équations incomplètes 
du troisième degré. 

Pour résoudre l’équation 


X° — DX — == 0. 


on prend le point de Oy de cote getle pointde z'£ de 
cote p+gq; on jointces deux points par une droite. Les 
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abscisses des points d’intersection de cette droite avec 
la parabole cubique sont les racines cherchées. On 
les mesure à l'échelle de Ox. 

Pour ne pas abimer l’abaque, qui doit servir indé- 
finiment, on ne fait pas la construction sur l’abaque 
lui-même, mais sur une feuille de papier calque 
posée sur lui. 


ExemPze. — Soit à résoudre l'équation 
RAT 0 in) 


On a, ici, q =3, p + q = 5. On joint donc, sur l’abaque (fig. 66 bis) 


les points de cote 3 sur Or et de cote 5 sur z':. La droite ainsi obtenue 


ne coupe la parabole cubique qu’en un seul point M. Par M on 
mène la parallèle Mm à Oÿ qui coupe x'x en m. La cote de m sur Ox, 
est la racine cherchée. On trouve, sur l’abaque, 


GR 00 T6. 


195. Exemple d’abaque.— On trouve, en construc- 
tion (‘)}, que si & est la largeur et si à est la hauteur 
d’une solive en bois de section rectangulaire, si on 
applique au milieu de la solive une charge P, / étant 
la longueur de la solive, il existe entre ces divers 


# 


éléments la relation suivante 


ab? 
l ) 


EE KR 


K étant une constante numérique. 
Dans le cas particulier de /=1 m.ona 


PER ou (x) 
Différents problèmes peuvent se poser. suivant que 


l'on prend pour inconnue P, & ou 0. 


() Voir : J. PiLLET, Traité de stabilité des constructions, p. 148. 
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Ils se résolvent en construisant un abaque. 
On mène deux axes rectangulaires Ox, Oy. Sur Ox . 
on porte les valeurs de & et sur Oy les charges P. 


CSC ARR: 


La relation (1) est alors de la forme 


DRM 
où 
im —KôÜ?. 


C'est donc une droite passant par l’origine des 
coordonnées. 

On donne à à la valeur 
0,05 m. ; on construit la 
droite correspondante 
(fig. 65) eton lacote 5cm. 

On donne de même 
a h les valeurs 0,06, 
0,07, 0,08..., ON COnS- 
truit les droites corres- 

Fig. G7. pondantes et on les cote 
6 ch’, 7-cm. 00e 

C’est l’ensemble de ces droites qui constitue l'aba- 

que. 


196. PREMIER PROBLÈME ba 
donner & une poutre de largeur a pour qu'elle puisse 
supporter en son milieu une pression P, sa portée 
étant de 1 m ? | 

On prend sur l'axe Or la valeur de à évaluée en 
centimètres, si l’abaque à ses abscisses en centi- 
mètres, soit OA. 

On prend sur l’axe Oy la valeur de P, soit OB; on 


A I PP PS ET SE NE 7 TPE OT NO A 
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mène AM parallèle à Oy et BM parallèle à Or, ces 
deux droites se coupent en M. 

On voitque le point M se trouve sur la droite cotée 8. 
La hauteur de la poutre doit donc être de 0,08. 

Si le point M tombait entre les deux droites 6 cm. 
et » cm., la hauteur de la poutre serait de 0,06 
à 0,05 ; on adopterait, pour plus de sécurité, la valeur 
par excès 0,07. 


197. DEUXIÈME PROBLÈME. — Une poutre rectangu- 
laire, de hauteur b et de largeur a, étant donnée, quel 
poids P peut-on appliquer en son milieu, sa portée 
étant 1 m ? 

Supposons que l’on ait donné pour la hauteur 4 
0,08. On prend sur la droite cotée 8 cm. un point M 
dont l’abscisse OA —a et on mène MB parallèle 
à Ox; la longueur OB mesurée à l'échelle donne la 
valeur P. 


198. Autre exemple d’abaque. — Dans le calcul 
d’un solivage parallèle et équidistant on a, en cons- 
truction (')}, pour faire le calcul des dimensions des 
poutres la relation suivante 


T5 a 


dans laquelle Q est la charge supportée par un mètre 
carré de plancher; 

l, la portée de la poutre ; 

a, la largeur ; 

b, la hauteur ; 

ns y. à . , 

à, l'écartement des solives d’axe en axe ; 

K, un facteur constant. 


(1) Voir : J. Pricer. Traité de stabilité des constructions, p. 151. 


Er hat ENTREE NUE 
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Posons dans la relation (1) 


ab? 


= (2) 


(0) 


et nous avons K 


Q — FE Y: (3) 


.Menons deux axes rectangulaires Ox, Oy (fig. 68) et 
portons les valeurs de Q sur Ox; la relation (3) ést 
alors de la forme, puisque Q —x, 


P 
Y—= TE L: 


C’est une droite passant par l’origine des coordon- 
nées. 


Fig. GS. 


m 


Donnons à Z les valeurs: 50 Se 
truisons les droites correspondantes que nous cotons 


St m UT m 
JET ENS rap en 
ms DT 


: (®) QG ; 
Posons en second lieu ——:x et portons — sur 
7 | a 


l’axe Ox, alors la relation (2) devient 
Les 
DRE NI T1 
pr y 


ce qui représente une hyperbole équilatère. 
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PaRcOninantiaro les valeurs rot To mr 5omn. 


et en construisant chaque fois l'hyperbole équilatère 
correspondante, on obtient une série d'hyperboles 
équilatèrés que l'on cote 10 15°, 20°, 

Ces deux tracés forment un abaque qui sert à 
résoudre toutes les questions de solivages. 

L'axe Oy portera une graduation unique arbitraire. 

L'axe Ox portera deux graduations, l'une pour Q, 
l’autre pour Le 

a 

199. PREMIER PROBLÈME. — Calculer la hauteur b à 
donner à la poutre d’un solivage parallèle et équidis- 
tant connaissant sa largeur a, la charge Q supportée 
par mètre carré de plancher, la portée b de la poutre, 
l'écartement à des solives. 

On connait — que l’on porte (fig. 68) sur l’axe Or, 


s 


._ soit OA = —, on mène AM parallèle à Oy. 

Sur l'axe Ox, on porte la valeur de Q, soit OB —Q, 
c'est l’abscisse de la droite, on mène BN parallèle à 
O7, BN rencontre la droite /—4 au point N {en sup- 
posant que la portée donnée / soit de 4"). 

La longueur NB est la valeur y inconnue. Par le 
point N, on mène une parallèle à Ox et soit M le point 
où cette droite coupe AM. Si le point M est sur une 
hyperbole équilatère, par exemple l’hyperbole cotée 
15%, la hauteur demandée sera de 0,15". 

S1 le point M tombe entre deux hyperboles 15 
et 16‘ par exemple, la hauteur demandée sera de 
OT AO 16, 


200. DEUXIÈME PROBLÈME. — Calculer la largeur b à 
donner à une poutre d'un solivage parallèle et équi- 


DONS ES RNA EP ET NT SRE EU Pr VS UE AT Es 
PSRA ES oder Hé ES + 1e 7 | o 
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distant connaissant sa hauteur a, la charge Q sup- 
portée par mètre carré de plancher, la portée | de la 
poutre, l'écartement à des solives. 


Ô à 
C’est donc — qui est l'inconnu. 
71 


Portons la valeur de Q sur Ox (fig. 68), soit OB—Q\; 
menons BN parallèle à Oy jusqu'à sa rencontre en N 
avec la droite /— 4 {si on suppose que la portée don- 
née de la poutre est de 4"), on mène NM parallèle 
à Ox jusqu’à sa rencontre avec l'hyperbole équilatère 
15% {en admettant que l’on ait donné b —0,15)et 
en menant MA parallèle à Oy, on a le quotient 


(@) LA 
DA —— cherché: 
7 | 
201. — Ces quelques exemples d’abaques suflisent 


pour montrer leur utilité. 

Ces procédés graphiques tout élémentaires condui- 
sent rapidement au résultat utile, sans calculs préa- 
lables. Avec eux, on peut donc éviter tout calcul 
dans les questions de construction. L'usage des 
abaques se généralise, d’ailleurs, de plus en plus et 
des ingénieurs distingués ont dressé des abaques 
réunis en ouvrages destinés à résoudre toutes les 
questions classiques de construction. Il est inutile 
dans chaque cas de connaître la théorie de l’abaque, 
il suffira de suivre les indications données par Pau- 
teur pour l'usage pratique. Nous avons tenu cepen- 
dant, ici, à faire saisir par des exemples simples les- 
prit des méthodes suivies dans l'établissement de ces 
tracés (*). 


(‘)} Les règles générales pour la construction des abaques ont été réu. 
nies dans un volume, intitulé Traité de Nomographie (Paris, Gauthier- 
Villars), par M. Maurice d’Ocagne; nous renvoyons le lecteur, pour plus 
amples détails, à cet intéressant ouvrage. 


ra 


CHAPITRE V 


INTÉGRALES 


$ 1, — FONCTIONS PRIMITIVES ET INTÉGRALES INDÉFINIES. 


202. Définition, — On appelle fonction primitive 
d'une fonction donnée une autre fonction dont la 
dérivée est égale à la fonction donnée. 

Ainsi, par exémple, la dérivée de x° est 3x° : par 


conséquent + est une fonction primitive de 3 x°. 


De même, la dérivée de (x°+ 4) est 34°: par con- 
séquent x° + 4 est aussi une fonction primitive de 3 x°. 
. On voit par ces deux exemples qu’une fonction 3 x° 
peut avoir plusieurs fonctions primitives. 
Trouver une fonction primitive c'est ce qu'on appelle 
intégrer. | 


203. — Le problème de la recherche de la fonction 


_ primitive peut encore s’énoncer ainsi : 


Intégrer une différentielle c'est trouver la fonction 
dont l'expression donnée est la différentielle. 

Cette fonction se nomme l'intégrale indéfinie de la 
différentielle. 

Soit f(x) dx une différentielle, si on intègre f (x)dx 
on a une certaine fonction F(x) et si on différentie F(x) 
on retrouve f (x) dx. 


204. Notation, — La fonction primitive de f(x) ou 
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l’intécrale indéfinie de la différentielle f(x) dx se repré- 
sente par le symbole : 


[/ (eh: 
qui se lit: somme de f(x) dx. 


205. RemarQuUE. — Il est bon de remarquer quon 
dit: la fonction primitive d'une fonction donnée et, 
d'autre part, l'intégrale indéfinie d'une différentielle, 
suivant qu'on considère qu’on se donne soit la déri- 
vée soit la différentielle. 

Ces deux questions, au fond, n’en font qu'une pré- 
sentée sous des aspects un peu différents. 


206. Lemme. — Lorsque la dérivée d'une fonction 
est nulle, cette fonction est constante. 

Soit, en effet, une fonction y de variable x et sup- 
posons que pour toutes les valeurs de x, on ait 


AU 


- O. 
dx 


Si on représente graphiquement la fonction y, on 


di 
obtient une courbe et TE est le coeflicient angulaire 
fs 


de la tangente en un point (x, y) de la courbe. Mais, 
par hypothèse, ce coeflicient angulaire est toujours 
nul ; la tangente à la courbe est donc toujours paral- 
lèlé à l’axe Ox (n° 167). 

La seule courbe, dont la tangente est continuelle- 
ment parallèle à Ox, est évidemment une droite 
parallèle à Ox: 

La fonction est donc de la forme 


y AA 


ce quil fallait démontrer. 
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207. Théorème. — Toule fonction continue admet 
une infiniuté de fonctions primitives qui diffèrent. les 
unes des autres par des constantes. 

Soit une fonction continue f (x) de variable x; 
démontrons d’abord qu'il existe wne fonction primi- 
tive. | 
Construisons la courbe représentative de cette 
fonction 


y= f(x). 


Prenons sur la courbe (fig. 69) un point fixe À et 
menons l’ordonnée AA'; prenons ensuite, sur la 
courbe, un point variable M d'abscisse x et menons 
l’ordonnée MM. 

Considérons Ia somme algébrique S des aires 
ombrées en les faisant précéder du signe (+) si elles 
sont situées au-dessus de Ox et du signe (—) si elles 
sont situées au-dessous de Ox, on a, dans notre 
figure, . 


5 = AA'B — BCD + DMM', 


D'une manière générale, $S est la somme des aires 
comprises entre la courbe, l'axe Ox et les deux 
ordonnées extrêmes, chaque aire étant positive ou 
négative suivant qu’elle est au-dessus ou au-dessous 
de l’axe Ox. 

Cette somme S est une fonction de x car elle est 
bien déterminée dès qu'on se donne l’abscisse x du 
point M et elle varie quand M se déplace. | 

Nous allons démontrer que 


dS 
FES = f(x) = y: 


Il y a deux cas à considérer : 
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208. — 1° Le point M pris sur la courbe «a une 


ordonnée positive. 


Prenonssur la courbe(fig.69)un pointN, voisin deM, 
dont l’ordonnée est (y + Ay) et l’abscisse x + Ax. Ax 
étant positif, la surface S a augmenté du trapèze cur- 
viligne MM'NN': 


AS — surface MM'NNE 


Menons par M une parallèle à Ox qui coupe N N’ 
en Pet par N une parallèle à Ox qui coupe MM’ 


en 10: 


La surface AS est comprise entre l'aire du rec- 
tangle M P N'M' et l’aire du rectangle QN N'M', on a 
donc 


Surf. MPN'M'< AS < Surf. QNN'M° (1) 


Évaluons les deux surfaces M P N'M'et ON N'M': 
elles ont même base M'N'—AÂx et pour hauteur 
Pune MM'= yet l'autre NN—7+AYy. 

On peut donc écrire la relation (r) ainsi : 


y.Ax < AS < (y + Ay) Ax 


divisons le tout par Ax, ce qui est permis puisqu'on 
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a supposé Ax positif, et nous avons : 
AS 
a aa À 


Mais, lorsque Ax tend vers zéro, Ay tend aussi 
vers zéro et par conséquent y + Ay tend vers 1 


Le quotient Fe étant compris entre y et une quan- 
Ar 


üté qui a pour limite y, a lui-même pour limite 7 
lorsque Ax tend vers zéro. 


sarne AS Ta 
Or la limite de est la dérivée —— on a donc 
x x 


dx 
ds 12e 
de 
209 — 2° Le pont M est dans une région de la 


courbe où l'ordonnée est négative. 
Prenons sur la courbe (fig. 70) un point À et menons 


Eten 0: 


l’ordonnée A À’; puis considérons un point M (x,y) 
tel que l’ordonnée M M’ soit négative. Donnons à x un 
accroissement Ax positif, y prendra un accroissement 
Ay et l’on aura le point N d’ordonnée N N’. 

Dans ce cas, on a 


AS = — surf. trap. curvuligne MM'NN', 


car l'aire est située au-dessous de Ox. 
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Menons par M une parallèle à Ox qui coupe NN 
en P et par N une parallèle à Ox quicoupeMM'en0; 
la surface AS est comprise entre l'aire du rectangle 
M'N'NQ et l’aire du rectangle M'N'MPona y 


Surf. QNN'M'<surf. MMNN'< surf. PMMINE 


Évaluons les deux surfaces QN NM! et PMM!N' 
en faisant attention aux signes des ordonnées 
y et y AY qui sont négatives sur la figure, 

Surf. QNN'M'— + NN'X MN = —(y+ Ay)A 

Surf. PMM'N' = + MM'>< MN'——7yA%x. 


Remplacant dans l'inégalité les surfaces par ces 
valeurs on'a, en remarquant que 


Surf. MMNN'=—=—AS5, 
— (y + Ay) Ax <— AS <— yAx. 
Or on sait que dans une inégalité on peut changer 


les signes des membres pourvu que l’on change le 
sens de l'inégalité, on a donc 


(y + Ay) Ax ASS yAX. 


Divisons le tout par Ax positif et il vient, en sim- 
Ï : 


plifiant, 
AS 
1 AY —— 1) 
Y+AY> Ye  Y 
Lorsque Ax tend vers zéro, Ay tend vers zéro et 


par conséquent y+-Ay tend vers y et on a, comme 
plus haut, à la limite, | 
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210. — Il existe done une fonction primitive qui 
est S. 
Il reste à démontrer qu'il y en a une infinité qui 
diffèrent les unes des autres par des constantes. 
En effet soit F (x) une fonction primitive de f (x). 
La différentielle de F (x) est f(x) d x. 
Considérons la fonction F (x) +C, C étant une 
constante quelconque ; c'est une fonction primitive, 
car sa différentielle est 


dIF (x +0] = dE. (x) = f(x) dx. 


On voit donc que dès qu'on a une fonction primi- 
tive, on en a une cnfinité, la constante C étant quel- 
conque. 

On les a d'ailleurs toutes : en effet soit F (x) une 
fonction primitive de f(x) et supposons qu'il en 
exisite une autre ® (x); démontrons qu'elles ne 
peuvent différer que par une constante. Posons : 


D (x) —E (x) —y : 


prenons la dérivée : la dérivée de ® (x) est f(x), la 
dérivée de F (x) est aussi f (x) on a donc 


La dérivée de y étant nulle, d'après le Lemme du 
n° 206, y est constante. 


On a donc 
Dr) —F(x) = CC", 
ou 
DATI RLIEE CF 
La fonction primitive ® (x) ne diffère donc de F {x) 
que par une constante. Le théorème ést démontré. 
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Il y a une infinité de fonctions F (x) qui ont f (x) 
pour dérivée ; toutes ces fonctions, de même dérivée, 
ne diffèrent de l’une d’elles que par une constante. 


211. Remarque importante. — Il faut bien obser- 
ver que la démonstration précédente suppose essen- 
tellement que la fonction f(x) reste finite de facon 
que les ordonnées de tous les points de la courbe 
représentée soient fines. 


212. Théorème, — La fonction primitive du produit 
d'une fonction par une constante est égale au produit 
de la fonction primitive de cette fonction par la cons- 
tante. 

Soit fx) une fonction et À une constante, démon- 
trons que l’on a 


À Af(x) dx — A f(x) dx. 


Supposons que l’on ait 


F (x) = | fx) dx 


et considérons le produit AF (x); sa différentielle 
est 


AR ET)] = ATP EE APE ES 
On a donc | 


Airis [ Af (x) dx 
et par conséquent 


JL ATEN RES TA Î DRE 


INTÉGRALES INDÉFINIES 183 


213. REMARQUE. — On exprime ceci quelquefois en 
disant qu'on peut faire sortir un facteur constant du 
sente f, 


EXEMPLES : on à : 


ne du = x + C, 
| 


LA 


donc (15% dx —=5 [32 dr == 52 À C: 
© e 
: æ2 
on à, AUSSI : fx dx Ne + C, 


on en conclut : fe dm )C. 


214. Théorème. — La fonction primitive ou l’inté- 
orale indéfinie d'une somme est égale a la somme des 
fonctions primitives ou des intégrales des parties. 

Soit une somme 


u +0 + w = y. (x) 


de plusieurs fonctions de x. 
Démontrons que l’on a, &« une constante près, 


Juda — fudx + feux + [vd (2) 


Pour cela montrons que la différentielle du pre- 
mier membre estégale à la différentielle du deuxième 
membre. 

La différentielle du premier membre est y dx ; 
celle du second membre est 


udx + vdx + wdx 
ou (u + vo + w) dx. 


Ces deux différentielles sont égales en vertu de la 
relation (r). 
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Là relation (2) est donc vérifiée, à une constänte 
près, et le théorème est démontré. 


$ 2. — INTÉGRALES INDÉFINIES SIMPLES. 


215. Fonction primitive de x"; m étant entier et 
positif, — On a: 


5 pi Le 
x"dx —= - (a I 

f HET HT ) 
En effet, prenons les dérivées des deux membres de 
la relation (1) : la dérivée du premier membre est 
x", celle du second -membre est 


(in + 1)x" un 
ni, 2" TA RON) 


Les deux dérivées étant égales, la relation (4) est 
vérifiée. 

Donc, pour trouver la fonctoin primitive de x”, on 
augmente l'éxposant d'uhe unité et on divise lé tout 
par le nouvel exposant. 


2 


EXEMPLES : la fonction primitive de x! est ; 
k x 
» ? ic » Go 
9 
47 
Æ 
» x$  » — 
7 


La fonction primitive de rest x. 
216. Fonction primitive de Ax”, À étant constant 
et m entier et positif, — On a 


Ar" +! À 
fax dr = 0e 


Ceci résulte de ce que La fonction primitive de 4” 
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ral 
est ———— et qu'on peut mettre la constante À en fac- 
IN +1 | 
teur (n° 242). 
EXEMPLES : la fonction primitive de À est Ax, 
Ac? 
» AT) : 
2, 
24 
» ACIER", 
Fa 
» 5x8 » 


217. Fonction primitive d’un polynome entier. 

Pour avoir la fonction prüumitive d'un polynome 
entier, on fait la Somme des fonctions primitives de 
(ous ses termes. 


Exempces. — Soit à trouver les intégrales indéfinies suivantes : 


76 pi Je 
ft — 24 + 6x +r) dx — EE en ne D + x + Cr 
d » 


4. 2 


= — — — LH 3x? + x + Ce. 


c] .S LÉ LORS | 
À de 22 AX 294 
fe fan LE 552?) dx — FE ER Ne 


F ° , ° ° ! , . 
218. F'onction primitive de PTE im etant entier, 


positif et plus grand que 1. —Ona 


ee Cr Cr. (1) 


(mr — 1) MU 


En effet, on peut écrire 


186 COURS DE MATHÉMATIQUES 


Appliquons alors la règle du n° 245 et nous avons 


LT m + ! LT LH ce cd ; 
à— M AS CE e 
fade + + cr, 


— mn +1 — (In — 1) 
ë 
> — M Pete. Yée 
| x : CR eo ( , 
“AMEEU I a 
et “ets At or ton — Dans + CF. 


La relation (x) est donc démontrée. 
On. peut vérifier directement qu'elle est exacte. 
Prenons la dérivée de chaque membre et montrons 


que ces dérivées sont égales : 
La dérivée du premier membre est 


——— 
ant 
TX 


La dérivée du second membre est 


I I 
— M + 1-1 = M 
[— (mn —1)]x A 
VEN L 
‘ ANSE I 
ExempLzes : la fonction primitive de = est — — 
P 5 , 
x? x 
I I 
» —— D—— 
x ER) 
I I 
» — DE 
Hs à fe 


A : 
219. Fonction primitive de — , À étant une cons- 


tante et m étant entier, positif et plus grand que 1. 
Adx A 
Î ee + CF 


ur (nm — 1) x 


On a: 


va M I 
Ceci résulte de ce que la fonction primitive de — 


I 
(Mm— 1)4"—° À 


signe f (n° 212). 


AC De et qu'on peut faire sortir À du 


INTÉGRALES INDÉFINIES 187 


EXEMPLES : 


de == = +c 
(SRE 
de ne Mer 
Ra 
re Rare LS 
ES et Au € 


220: Fonctions primitives de A(x + @)", ————. 


(x _ a)" 

— On a 

[A (x +a)"dx — SALES ea eee GE 

u m1 
pour 7»? entier et positif. 

De même, 
A. A : 
(ee 
(2 (x —- a)” (mn ne 1) (x es a) nr — | 


pour m>I. 
Il suffit de le vérifier en prenant les différentielles 


des seconds membres. 


EXEMPLES : 


24 24 
——— Îx = — ——— te 
] 15(x + 4)* do (rt) ice, 


LI 


Lorsque m est plus grand que 1: 


si L 
a AT EAN to 
> ed an a”! 
a  — PE HE M | m-—1 au CE 
jl (ax + b}"n (= Fe = (mr —1) (= + — 
2 a 
| I 


= —————— ———————— Ces 
a(m— 1) (ax + bj"-1 ae 
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De même, m étant positif, on a : 


a : l m d à ñ ” Le La ” je: an | b pis. 
fier +0) Eure nf BU D RL) = mL: EE a 


2 (a LE opr 


te - . 
a(m<+i) PAR 
À bx+3} à À Hs Re + Cte., 
Lu A I A 
*, * ‘ 54e 2 in LETTRE Il 
221*. Fonctions primitives de”, ne 
L ft Spivé fe 
suffit de remarquer que = est la dérivée de Lx et que Fe 


est la dérivée de Lx + a). 
On a, par suite, 


Je TER 
X 


es dx = À.Lzx+cCt; 
» X 


| RS re Lx +a) + Gt ; 


EXEMPLES : 


d 24x. 2Lx + Cr — Lx? + Ce: 


PE | 
(LE ET = Li r2)r08 
ax + b Res a t 
a 
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222. Résumé. — Nous pouvons résumer tout ce qui pré- 


cède de la facon suivante : 
m étant quelconque positif ou négatif, entier ou fractionnatre, 


on «a : 
1° Sz m est différent de — 1 : 
ï mt) | 
| M x te : : 
Î + dx = —— n 1e : + C 
PA 
mt Fe 
fax a m Le I Eur 
2) * à A(x ns ass ie 
JA&+ 0 ra PE 
M /e (QE by ne 
fax + b) dx RE : Var ei. + e Ë 
2NDans le’ cas dem = "1: 


dx 
——. = Qie 
= = Lx + 


J BAR CA tip (ie — Lx + Cie ; 
TL 


Fe Ad: ; 
ee — À.L(x + a) + Ge = L(x + a)°+ Cr 


A dr LUE Æ be) À 
lee = CET / 


: FRS B RE I I 
223*. Fonctions primitives de ———, ———. 
A vole AE mel! 


avons vu (n° 74°) que l’on a : 


VNous 


adx 


æ | 
dVarctang le à 
a x? + a? 


on en conclut : 


dax I qe 
——— = —.d |\are tang — 
6 ne md 0 a &@ }: 


ce qui prouve que 


fé car 
J x? + a 


I g 
= — arc tang — + CE. 
a 71 
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On a l'égalité suivante, facile à vérifier, 


ï : OR 1 
x? — a  2alx--a x+a 
on en conclut, en vertu des théorèmes des n° 242 et 214, 
“ ARE TONI ET er 

ENT OR x — à 24 x + a 

et, par suite, 

dx I I 

= — Lx — a) — —— Lix+a ee 

É x? — a? 24 ) 24 HAUTE 


Il 


I DEN 
ST él Le 
ee à 


® 
dæ 
rt AE AE PAR Cie : 
HET 


EXEMPLES : 


2dx æ 
———— = arc tang — + Cf ; 
VAE 2 


5dx 5 fs : 
DES ee. ie 
224". Fonctions primitives de : 


Va? + & » VK = ra 
Nous avons vu (n° 80*) que l’on a: 


dL(e+Vr + k ) 


On en déduit : 


I 
2aRDx, — . 
Vax?+4 * 


[= =1 x Va FX + Ce. 
JV EX 
Nous savons, d'autre part (n° 65*), que 


dx 


Via ? 


d arc sin À —= 


on en conclut : 


AA : 
EE mat C sin x + Cie, 
Je 
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Calculons alors, la différentielle de arc sin — On a : 
\ 
dub DIE 
; Re k ) k dx 
Es 
k DE k2 — x? VE — x? 
Der AE La 


on en conclut : 


? de 
À É L 
Re = arc sin —— + CE, 
V HET k 
EXEMPLES : 


FANS 
J Va 
dx : 24 
——— — arc sin —— + Cie, 
Vi —x 2 


225. Fonctions primitives de sin x, cos x, tang x, 
cotang +, — Nous nous contenterons d'écrire les résultats 
qu'il suffit de vérifier par différentiation : 


x? + 4) Cie: 


4] 


J sin æ.dx = — cos x + Cf; 


fees Éd = six + CE; 


sin ZX 


à 3 
| lan PAT 


COS æ ; 
f'eotang x. dx =[ dx = L. sinx + C*#. 


» sin x 


= — L, cos x + CE; 


Les deux derniers résultent de ce que ces deux intégrales 
sont de la forme 


lee = Lu + Cé, 


Car 
d cos x — —sin x.dx, 


et 
d sin x = cos x.dx. 
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Tableau des intégrales indéfinies les plus simples 


da * du 
SE Lx ; DerSU la Lu ; 
; ) mate (ax - b\r+1 « 
J(« AV ps a (m + 1) > (nm 1 


% dx I ; 12 
RE arc tang — ; 
x? + a? a er 


De, NE 
ire JPC il : 
/e » 
A 
fees x de = sin a: 
fans + de = — 1 cos #; 
foot tang x dx = J;sin x; 


ferde= EE 


? a? 
fe 156 Dem SR 
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226*. Fonctions primitives de a’, e*. — Des formules 
(n° 82) 


de — et dx, dar —= at La,dr, 


on déduit immédiatement 


Î etdx = ex + Cf; 


fear re = + Cie, 


$ 3. — QUELQUES MÉTHODES D'INTÉGRATION. 


227". Il n'existe pas de règles générales pour calculer les 
intégrales indéfinies, comme pourle calcul des dérivées. On ne 
possède que des procédés particuliers permettant, dans cer- 
tains cas, de trouver des intégrales indéfinies. 

Les deux procédés les plus connus sont : l'intégration par 
parties et le changement de variables que nous allons indiquer 
sommairement. 


228*. Intégration par parties. — u et e désignant deux 
fonctions de la même variable x, on a, comme on sait, 

d'(uv) = udv + vdu, 
d’où on tire : 

v.du = d'(uv) — u.dyv. 


Prenons les intégrales indéfinies des deux membres et remar- 
quons que l'intégrale indéfinie de d(uv) est évidemment we. On 
a, alors, la formule fondamentale 


(1) fie = y — fur, 


(2 


qui sert à faire ce qu'on appelle l'intégration par parties. Cette 
formule ramène le calcul de l’intégrale | 0.du à celui de l'inté- 


grale pute. Or, il peut se faire que l’on ne connaisse pas la 
première directement mais qu'on connaisse la seconde. 
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Pour appliquer cette méthode on cherche donc à mettre la 
différentielle à intégrer sous la forme v.du& et on appliqüé la 
formule (1). 

Ceci deviendra plus clair sur les exemples ‘que nous allons 
traiter : 

229*. Exemple I. — Trouver la fonction primitive de Lx. — 
H s’agit de trouver l'intégrale indéfinie 


elle a la forme. 


2 
à condition de poser : 
VE L#,. 1 = 4), 


Appliquons alors la formule (1) (n° 228*) en y faisant 6— Lx, 
u = &, il vient : 


[ide = x LE — fx. dbe, 


dx 
x 5 


or 
| dr 


on a donc : 


J Lx dx = X:Lt # x. 2e = lire far 


Ceci donne enfin : 


fx. dit LT EP LENCO 


239*. Exemple II. — Calculer l'intégrale indéfinie : 
Ï = | vx + a.dæ. 


Pôsons 
VE PA LEE 
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l'intégrale a la forme tu Ut la formule (1) (n° 228*) donne : 


[va + a.dx = x x? + a — fxd (V2? E à) 


or, ë 
Re LAX 
We Fa RE. 
Va 


x +a 


On à, par suite, 


(2) fera NT Ar  — 


L'intégrale qui figure dans le second membre peut s'écriré 
ainsi : 


ñ. ax?dx 


RE” — à PEGAr 
_—_ P 2+ a dx — 
Pb - = Va? + a AMEN Lies À à 
== à 2? Æ adx — a, Lx+Vr ral. 
(de entr 


L'égalité (2) devient, alors, 
[ve ar udx — 
æ x? + a— | Vx? + a. dx + eLle+ ve _ z | 


où, ét faisant passer les deux intégrales dans le premier 
mernbre, 


: [Ve di di — x Vx? + a + à L (- +VRT 0). 
On en tire, finalement, 


[ve x de = — de Var a+ — L x + Vx _ | 


234". Exemple III. — Calculer l'intégrale indé/inie 


1 COS €. AY. 
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Nous remarquerons que cos æ dx est la différentielle de 
sin +. On peut donc écrire | 


4] 


[x COS X.dx —= l x.d sin x = f du 
LE e/ 


en posant 
HU =='Sin Æ. 


P — X, 


En appliquant la formule (1) (n° 228”), on a, alors, 


Na 


? 
J L: COS Æ:dx —%x: Sin T — fsin TE 
et 


Li 
J= cos æ.dx = x. sin æ + cos + + Cte. 


232°. Changement de variables. — La méthode d'inté- 
gration par changement de variables repose sur le fait, 
démontré au n° 50", que la différentielle première d'une fonc- 
tion a la même forme, que la variable dont elle dépend direc- 
tement soit indépendante ou non. 

Soit /{(x)dx une différentielle et F(x) l'intégrale indéfinie. 
On aura | 

dF (x) URI un 


Supposons que, dans cette égalité on remplace x par une 
fonction d’une nouvelle variable y. En vertu du théorème rap- 
pelé l'égalité subsiste ; F(x) devient une fonction de y dont la 
différentielle est encore /{x)dæx. Si, par exemple, on pose 


LE IG (Y) 00 a MATHIEU 
(y) étant la dérivée de o(y), on aura: 
dE Te (1 = fle 0]: 9" Or). dy. 


Si on sait trouver la fonction primitive de /f[e(y)] #/(y) on 
saura trouver Fle(y)] et, en faisant dans cette fonction le chan- 
gement de variable inverse, c’est-à-dire en remplaçant y en 
fonction de x on aura F(x). 

Le changement de variable ramène donc le calcul d’une inté- 
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grale indéfinie à celle d’une autre et on conçoit qu'un choix 
habile du changement puisse simplifier souvent la question, 


En voici des exemples. 
233*. Exemple I. — Soit à calculer l'intégrale indéfinie 


4] 


Pi 


Nous transformons légèrement la quantité sous le radical en 
vertu de l'identité connue : 


dx 


x? pet q 


F5 A TE D (: “e r)+ ne 


4 ? 
CTAOILEANS 
dx 
L == a — 
D )2 
 ) 
Posons 
) 
x + 1 0 
nous aurons 
dur, 
et 
1 si ax 


Nous retrouvons une intégrale connue (n° 224) et il vient : 


I=L|;+ + Æ |. 


Pour avoir l'intégrale cherchée, il nous suffit de remplacer 


y par sa valeur x + LP et nous avons : 
2 


dl 
ÎLE [rt + rer | 
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234". On traiterait de la même façon l'intégrale 
DE 
Va APTE 


On l’écrira : 


i dx 
Re = 
D: P 
Ü =—— — Ve 
\/ > : 
En posant 
2) 
x =7, ON à: 2 JAN ENTRE 
et, par suite : 
dy 
= TR 
P [3 
\/4 a cd + 
e 
LE : dx 
C'est une intégrale de la forme connue (n° 224) ee 
| F 22 — x?) 
2? 
OÙ A = g + À, Ona donc : 
4 
Imraresin Dern 
‘as 
q 4%; 
4 
et, par suite, 
us 
dx . : 2. 
Ve —= arc Sin TE 
— €? + px +0 D? 
PX +4 \/# 2-30 
Â 
235*. Fonctions des lignes trigonométriques. — Dans 


le cas où il s’agit de trouver Ja fonction primitive d’une 
fonction de sinx, cosæ, tangæ, cotang x, il y a un chan- 
gement de variable classique qui permet souvent de résoudre 


la question. 
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On démontre, en trigonométrie, les formules suivantes : 


L \ 
2 (ang re 
4 \ 


SD = 
: 
1 + tang? 


1 — tang? 
eos de 


1 + tang”? 


3e 
6) tang ce 
PAUSE Es ————— 


3 À | 
I — tang* LEZ | 
cÿ) 


Le changement de variable en question consiste à poser 


G 


tango = ee E 
d'où 
x = 2..arc tang Ÿ, 
2dy 
AL =: — 
pe 
1+) 
On a, alors, en vertu des formules (r), 
2 1 — y? y 
SD MIE ADO ————- , lang D: —— . 
1 +9? 1 + 7 1 — 72 


On obtient une nouvelle intégrale d'une différentielle en y qui 
ne contient plus de lignes trigonométriques. 


236*. Exemple II. — Calculer l'intégrale indéfinie : 


f dx 
Fisin 


Faisons le changement de variable indiqué plus haut. 


Posons : 
À; 
tg — — 7, LE=.2.8r0-tang7, 
» Gy LL Ÿ 
2 dy 4 2Y 
F DR RAT 1e Sin Ÿ'—= 


Cr Dr 


FER CGR RES DENT ER PERTE 
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nous avons 


[ dx At dy 1 L; ci Cte 


sin x Y 


À 
Re 


Revenons à la variable +, en remplaçant y par tang 


dx L : 
Î - — L tang — } + Ct. 
eine 2 


nous avons : 


S 4. — INTÉGRALES DÉFINIES. AIRES PLANES. 


237. Definition de l'intégrale définie, — Etant 
donnée une fonction primitive F(x), d’une fonction f(x) 
finie et continue, on appelle intégrale définie de fix)dx 
prise de a à b, la différence F(b) — F(a). 

Cette intégrale définie se représente par le sym- 

b 
bole f fx)dir. qui se lit: somme de a à b de f{x)dx. 
f | 


On a donc, par définition, 
b 
Î fx) dx =F (6) —F (a). 


En d’autres termes : 


L'intégrale définie | f(x)dx est l'accroissement de 
l’une des fonctions primitives de f(x) lorsque x varie 
de a a b. 

Il ne faut pas oublier que la fonction f{x) doit 
rester finite dans l'intervalle (&, b). 

Calculer une intégrale définie, c’est ce qu’on appelle 
quelquefois faire une quadrature. 


238. — Comme une fonction /{x) a plusieurs fonc- 
tions primitives, il faut, pour légitimer la définition 
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qui précède, montrer que la valeur d'une intégrale 
définie est la même, quelle que soit la fonction primi- 
tive choisie pour la calculer. 

Soient donc, F{x) et F{x), deux fonctions primi- 
üves de la même fonction f{x); on a, comme on sait 
(n° 240), 

F, fx) =F (x) +0, 


C étant une constante. Donnons, dans cette égalité, 
à +, successivement les valeurs & et b. Nous avons : 


F,(a)=F{(a)+c, 
F,(b) =F(b) +C, 


et, en retranchant membre à membre, 
F(b)—®, (a)=F(8)—F (a). 


ce qui montre que l'accroissement de F(x) est égal à 
celui dé F{x), | 


Ab 
La valeur de / f{x)dx qui est, par définition, égale 


e'« 


à cet accroissement est donc bien la même qu'on la 
calcule avec F,(x) ou avec F(x). 


239. — Pour indiquer l'accroissement de Ia fonc- 


tion F(x) quand x varie de a à b, on emploie souvent la 
k) b 
notation abrégée] F (x) | . Ainsi, on a 


la 


Avec cette manière d'écrire, nous écrirons donc : 
b 


j # x) dx —=| «| ; 


_lc 
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Exemrzes. — Soit à calculer : 


I = j + 1) dx. 
0 


Nous caleulons d'abord l'intégrale indéfinie. On a 
3 


fe+ r)dire + ce Fix), 


et alors 
I 4 
RENE St 
dre 3 


Soit à calculer : 


u{ xX° 
On a 
PSY I 
Î = dx = (x) 
et alors 
I I ï 
LEA ONE TR Le 
(1) = FAN ESRES .) ; 


Calculer l'intégrale : 
On a : 


par suite, 


_ x 3 +1 I 3 I 3 
Pape eme e Sn Fe D 
ER RSC 


e) 2 


Calculer l'intégrale définie : 
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L'intégrale indéfinie est — , on à donc : 


ne 
TD) 


240. Théorème, — Une intégrale définie change de 
signe quand on permute les limites. 
Démontrons que l'on a 


A b 


À! { (x) dx = — [Ft (DES (1) 


vb 


En effet, on a par définition (n° 281) 


nb 
(ft) de + (8) —F (a) 2) 
et 
VF (x) dx = F (a) —F (db). (3) 
vb 


Changeant les signes de l'égalité (3), on a 


— {fu ) dx —F(b)—F (a). (4) 


ch 


Mais les seconds membres de (2) et (4) étant égaux, 
les premiers membres le sont et la relation (n) est 
démontrée 


241. Theorèeme, — On a la relation 


a b 


"UN x)du+ | flæ) de = lrta ANA (1) 
En effet, on a par définition (n° 287) 


OL CENC (2 
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et 


10 dx = F(b) —F (ce). (3) 


Ajoutant les relations (2) et (3), on a 


Ô b 
il FC) dx + [ f(x dx F ()—F(@ 
et par suite 
c b b 
Î fr) dx + (CARE [ { (x) ds 
ce qui démontre la relation (r). 
242. Théorème, — La dérivée de l'intégrale définie 
l'E / f(x) dx. 


considérée comme fonction de la limite supérieure x 
est fix). 

Soit, en effet, F(x), une fonction primitive de f(x), 
on a, par définition, 


I=—F(x) —F(a). 
Prenons les dérivées, on a alors, 
pige) 
car la dérivée de F(x) est f(x) et celle de F(a) est nulle. 
243. Corollaire. — La difjérentielle de l'intégrale 
définie | 


1 f(x) dx, 


Sué D 
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considérée comme fonction de sa limite supérieure x est 


f(æ)dx. 


244. Évaluation des aires planes, — Considérons 
une courbe ayant pour équation y —f (x) (fig. 71) et 
proposons-nous d'évaluer la somme S des aires 
ombrées en les prenant positives si elles sont situées 
au-dessus de Ox et négatives si elles sont situées 
au-dessous de Or. 

On sait que si on prend un point M sur la courbe, 
d’abscisse x, l'aire comprise entre l’ordonnée A A 
et l’'ordonnée du point M est une fonction primitive 
fx) def (x) (n°208). 

Considérons une fonction primitive quelconque de 
f(x),soit » (x). 

Les deux fonctions F (x) et (x) étant les primitives 
d’une même fonction f (x) ne diffèrent que par une 
constante (n° 210) et on a : 


F(x)=9 (x) +0. (1) 


Dans cette relation Cest une constante qu'il faut 
calculer : 
GÉDOUr == 7 on dt) 0, car l'aire comprise 


entre À A'et M M'est évidemment nulle quand X—= à 
c’est-à-dire quand M M' coïncide avec A A’. 


PONS CR RS. DR NE ee PE EN OT ONE OR : 
LME EE RE Ne à } Main Su 


206 COURS DE MATHEMATIQUES 
La relation (1) donne alors, pour x —=4&, 


— (a) +C 


1 


et dela ontire la valeur de C : 


C— 


o (a). 


Cette valeur portée dans l'égalité (1) donne 
F (x) —v(x)— (a): 


Nous avons ainsi la somme F (x) des aires com- 
prises entre À À’ et M M’. 

En particulier, si nous voulons calculer la somme 
S des aires comprises entre À A’, d’abscisse &, et 
B B' d’abscisse D, il nous suilit de faire coincider 
M M' avec BB c’est-à-dire de faire x—0 ; on en 
conclut : 


Sub) 


ab 
= 2(b)—#()= f fa) de 


On a donc 


s= f fl fl \ dé. 


Ce quinous prouve que : l'intégrale définie [ F1 [ (x) dx 
ca 


représente la somme des aires comprises entre la 
courbe 


y=f (x) 


l'axe Ox et les ordonnées des points de la courbe 
d'abscisses a et b. 


245. Exempze I. — Etant donnée la courbe (fig. 52) 
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deux points sur la courbe, À de coordonnées 1,1 et B de coor- 


CR ny: 
données 3, re trouver l'aire de la surface ANBB. 


Fig: 52: 


On a, en appliquant la formule précédente, 


(parabole cubique n° 488) un point À sur la courbe de coordonnées 


A{&,ai 


Pig. 73. 


a, a?, trouver l'aire de la surface OAA. 
On a, en appliquant la formule, 


Â 0 à ni 4 
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241. Application. — Calcul de l'aire d'un trapèze 
mixtiligne limité par un arc de parabole. 

Considérons un trapèze À A’BB (fig. 4) limité 
d’une part par les deux bases parallèles À A’ et B B’, la 
perpendiculaire AB’ aux deux bases et l'arc de para- 
bole AB dont l'axe est parallèle à A A’. 

Nous donnons une figure double pour bien mon- 
trer que notre raisonnement s'applique aux deux cas 
où l'ouverture de la parabole est dirigée vers Le haut 
ou vers le bas. | 

Prenons (fig. 74) pour axe Ox la droite AÀ’B'! et pour 
axe Oy la droite À A’. La parabole a une équation : 
de la forme (n° 149) : 


y = ax + bx + c: 


Désignons la hauteur A’B’ du trapèze par 2. Les 
coordonnées de À sont %,=0, y, =0" 1 CORDES 
sont : 


Va y, =ah + bh + c. 


L'aire du trapèze est : 


oh EE re D) h 
SEE [ (ax? + bx + c) dx =|T+ + 2 a à ex |. 
OÙ : 
L 3 2 
s— EL on Lpoaht + 30h +60) NN 


ne | h 
Considérons le point C de la parabole d’abscisse — , 
2 


c'est-à-dire celui dont le pied C’de l’ordonnée tombe 
au milieu de A’B'. Soit y, l’ordonnée de ce point 
qu'on appelle l’ordonnée moyenne, on a : 
al? bl 
Ha 


USE mt 


A > 


+ C 
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Ys étant l’ordonnée de A, y, l'ordonnée de B, y, 
celle de C, on a donc : 


Ho: 
y, = ak? + bh +0, 
4y, = ah + 2bh + 4e. 


Ajoutons ces trois égalités ; il vient : 


Yo + Yi +A4y, =2al +3bh+ 6e. (2) 


_ En tenant compte de l'égalité (2), l'égalité (r) s'écrit 
alors : ; 
l 
5 RPG (y, + un ts AY) : 


y, et y, sont ce qu'on peut appeler les deux bases 
du trapèze ; y, peut se nommer la base moyenne. 

Cette formule exprime alors que: a 

La surface du trapèze mixtiligne ayant un côté 
parabolique est égale au sixième du produit de la hau- 
teur par la somme des deux bases augmentée du 
quadruple de la base moyenne. | 


248. — La règle précédente s'applique encore à un 
trapèze tel que celui de la figure 55 formé par deux 
bases parallèles rectilignes AB et A’B’ et deux arcs 


BourLerT. Cours de math. 14 


ak 
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de paraboles A A’ et BB’ dont les axes sont paral- 
lèles aux bases. 

Menons, en effet, une perpendiculaire commune 
CC! aux deux bases qui partage le trapèze en deux 
trapèzes de la forme précédente. On a donc : 


S— rap. AA/C/C -Ltrap. BB'C!C. 
Or, d’après ce que AU UOTE de voir, 
rap) AAC CE [AC + A'C'+ 4DE], 


trap. BB'C'C — = [BC + B'C'+4EF|, 


h étant la hauteur et DEF la base moyenne. Ajou- | 

tons ces deux égalités et il vient : 
: | 

ge ._ [AC BC)  (A'C'-E BC) PA DER 


Désignons par D, b', P les deux bases et la pe 
moyenne. On a : 

AGHBC—AB—D,. ACEBC=ABES 
et, par suite, 


peus 
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Cette formule est identique à la formule de Sarrus 
qui donne le volume du tas de sable. 


249. Nouvelle definition de l’integrale définie. — 
Considérons une intégrale définie 


A) 

SE | RÉ RrE 
a 

nous savons (n° 244) que, si on trace la courbe (fig. 56) 

qui a pour équation 


y= f(x), 


l'intégrale S est égale à l’aire du trapèze mixtiligne 
A A'B'B compris entre la courbe, l'axe Ox et les 
ordonnées A A’ et BB’ des points d’abscisses «& et b. 

Partageons le segment de droite A'B'en un certain 


nombre de parties par des points intermédiaires 
DR APN ie 76),"d'abscisses 4,1, met 
par ces points menons les parallèles MM’, M, M”, 
… M, M, à l'axe Oy limitées à la courbe, 

Menons enfin, par A,M,,M,,... M,, des parallèles 
Ac, M,u,, Mu, ...M,u, à Ox. Nous formons ainsi des 
rectangles AA'M',c, MM,Miu, MM',M.u,, 
M,M',B'u, inscrits dans le trapèze mixtiligne. 
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Il est clair que si l’on fait croître indéfiniment le 
nombre des points M’,,M",,... M',, de facon que les 
aires de tous les rectangles tendent vers zéro, la 
limite de la somme des aires de ces rectangles sera 
la surface S du trapèze mixtiligne. 

Évaluons les aires de ces rectangles. On a : 


Surf. AA'M a —f{a)(x,—a), 


car la hauteur est l’ordonnée A A’=—f (4) et la base 
A'M,—OM, —OA'— x, — a. 


De même, 
Surf. M,MNL,'u, ie Î (x) (x, per À) ) 
Surf. M,M,/M,'p 2 (x) CA Fu La) 


etc. 


Surf, MM, BE ANR 
La somme des aires de tous les rectangles est donc 
S'= fa) (t,—a) +) EEE 


XL, — 4, XL, —%X,, … b—x, sont les accroissements 
de la variable x quand on passe successivement de 
A en M, de M, en M,, etc... de M, en B. Désignons 
ces accroissements, comme d'ordinaire, par Aa, Ax,, 
..A%, et-on peutétrirek 


S'—f'{e) Aa + fa) A +f (a) A, + + + fm) A, 


8e: 


b 
S’ Ne) ASE: 
b “ 


Le symbole >: f (x) Ax veut donc dire qu'on fait 


a 


ou encore, en abré 
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croître la variable x de a à b en lui donnant des 
accroissements successifs Ax et qu'on fait la somme 
des produits des valeurs de la fonction f(x) pour les 
diverses valeurs de x de a à b par Les accroissements 
correspondants de x. 

Or, comme nous l'avons remarqué, lorsque le 
nombre p des points intermédiaires augmente indé- 
finiment, la somme S’ des aires des rectangles a 
pour limite l'aire S du trapèze curviligne ; on a donc: 


b 
b 
4 HTVA tm] N FU sx | 


Ceci nous conduit donc à la nouvelle définition 
que voici de l'intégrale définie : 

Etant donnée une fonction f(x) finie et continue 
pour les valeurs de x comprises entre «a et b, on donne 
à x, à partir de a, des accroissements successifs 
jusqu'& atteindre la valeur b. On considère la somme 


b 
DS flx)Ax=fla)4a-t f(x) Ar, + f(x.) At, +. 
L fl) Aa, 


obtenue en multipliant les valeurs successives de la 
fonction par les accroissements correspondants de x. 


b 
L'intégrale définie je f (x) dx est la limite de cette 
[14 
somme lorsque, tous les accroissements Ax tendant 
vers zéro, leur nombre augmente indéfiniment. 


Ab 
250. Remarque. — La notation | 


e/ 4 


tée par Leiïbnitz a précisément pour but de rappeler 
cette propriété des intégrales définies. Le signe f 
rappelle le signe Y et dx rappelle Ax. 


f(x) dx inven- 
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On donne le nom de quantité infiniment petite où 
d'infiniment petit à toute quantité variable qui tend 
vers zéro. Les produits f(x) Ax sont des infiniment 
petits, puisqu'ils tendent tous vers zéro quand les 
accroissements Ax tendent vers zéro. 

On voit alors qu'une intégrale est la limite d’une 
somme d'infiniment petits dont le nombre devient 
infiniment grand. 


$ 5. — RECTIFICATION D'UNE COURBE PLANE 


13 


251. Définition. — Etant donné (fig. 77) un arc AB 
d’une courbe plane, inscrivons dans cet arc une ligne 


Fig. 99. 


brisée AM MM... loin: es points + 
D AM,M,M....B en joignant les points A,M,M,...B 
de l’arc dans l’ordre de rencontre en allant de A 
en B. 

Lorsque le nombre des points intermédiaires M,, 
I, … croit indéfinimen acon que chacun 
NS UNL t indéfi t, de fac I 
des côtés de la ligne brisée tende vers zéro, la Lon- 
gueur de cette ligne a une limite qu'on appelle, par 
définition, la longueur de l'arc AB. 


252. Galcul de la longueur d’un arc de courbe. — 
Soit AB (fig. 58) un arc de courbe rapporté à deux 
axes rectangulaires Ox et Oy. 

Inscrivons dans cet arc une ligne brisée et soit 
MN un des côtés de cette ligne brisée. Si on désigne 
par æ, y les coordonnées de M et par x + Ax, y +AYy, 
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celles de N, la longueur de la corde MN (distance de 
deux points n° 443) est 


corde MN=4/Ax + AYÿ — /: + (52) | Ax 


La longueur L de la ligne brisée est la somme des 
longueurs des côtés, tels que MN; on a donc: 


b "7" 
ARLES 


. Considérons, d'autre part, la somme P suivante : 


b 
ir 


y' désignant la dérivée de y par rapport à x et a etb 
les abscisses des deux points fixes À et B. 
Nous allons prouver que la limite de L est égale à 
la limite de P quand les Ar tendent tous vers zéro. 
Considérons à cet effet, le rapport 
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, A7 ES ee 0 
Quand Ax tend vers zéro 3, à pour limite y’ et, 
de | 


par suite, « {end vers 1. Si nous considérons alors le 
rapport 


: L, 3e +(<2 AG | (1) 
À P TFTEN SIN ETS TR HANEVEES | 
DE + y AT 


il a pour numérateur la somme des numérateurs, et 
pour dénominateur la somme des dénominateurs des 
fractions telles que «. | 

D’après une propriété, connue en arithmétique, 
cette fraction $ est donc comprise entre la plus 
grande et la plus petite des fractions #. Or, lorsque 


tous les Ax tendent vers zéro, chacune des fractions x 


tend vers 1; 1l en résulte que $, qui est compris 
entre deux d’entre elles, a aussi pour limite tr. 
Ceci posé, l'égalité (1) donne 


Comme nous venons de le démontrer, $ a pour 
limite 1 ; d'autre part, d’après ce que nous avons dit 


b 
au n° 249, 1 y. Ax a pour limite l'intégrale 
U] P ei] 


b 
définie | V3 + y dx. Il en résulte que, lorsque tous 


les cotés de la ligne brisée tendent vers zéro, la lon- 
geur L de cette ligne a une limite qui est : 


b a —————————_— 
lim L= f Tr Eva 


om 


RECTIFICATION D'UNE COURBE PLANE 577 


Si nous désignons donc pars la longueur de l'arc de 
courbe AB, on a la formule : 


b 
s— f Vr+y de. 


Pour appliquer cette formule, on calculera la déri- 
vée y! de l’ordonnée de la courbe par rapport à l’abs- 
cisse ; on formera V1 + y°, on calculera la fonction 


primitive de\/1 + y” et l'intégrale définie [VF y* y dx 


en prenant l’accroissement de « à b de cette fonc- 
ton primitive. 


253. Différentielle d’un arc de courbe. — Soit $ 
l'arc de courbe AM (fig. 98), depuis le point À fixe 
d'abscisse «a jusqu'au point M variable d’'abscisse x, 

On a, d’après ce qui précède 


s—f Vi —- TE dx 


et s est une fonction de x. La différentielle de cette 
fonction est (n° 243) 


ds =\/1 + y?. dx 


ou 
ME 700 
ds =\/dx? + (y'dx), 
s = /dx Æ dy’. 
Cette formule, facile à retenir, exprime que Parc 


infiniment petit est égal à la corde infiniment petite 
qui la sous-tend. 


254. Exemeze. — Soit la courbe donnée par l'équation 


9 
VA 


99° — 4° 


+ TR ee SE PAPAS 2 TD PT OO ZE T'ON COTES RS ‘0 x 


” à & 
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On peut écrire l'équation sous la forme : 
D? pr, 
4 fe 
DS a Vz < 


Prenons la dérivée 


y = + a. AVE 


3 A/ x? 


On a 
Vr HE y? = Vy; + x. 


L'intégrale indéfinie est : 


[vi Far [vi Fadr = VU +) : 


il suffit de le vérifier. 
Si nous voulons avoir l’arc de la courbe depuis le pois O jus- 


qu'au point d'abscisse x = 1, nous aurons 


= Virede= | + VG +2) F5 | 


s= — ÿB— = (22 — 1). 


255". Rectification d’un arc de parabole. — Considé- 
rons une parabole (fig. 79) rapportée à sa tangente au sommet 
et à son axe. Son équation est (n° 447) 


Y—= —— 


2p 


P étant le paramètre. On a, ici, 


[VTT dx = . JV dx. 


L'intégrale [v= + p? dx est de la forme Îve a? dx où 
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a — p. Cet exemple a été traité au n° 280, et on a, d'après 
cela, 


JV + y2. dx — + |: Vei+p + L (:+VE Tr) | 


Proposons-nous, par exemple, de calculer la longueur s de 


SEA 


l'arc OM compris entre le sommet O de la parabole et un 
point M d'abscisse x. Nous aurons : 


——|< VER + L(e+ ven) | | 


ce qui donne : 


OÙ : 


CHAPITRE VI 


NOTIONS DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 
A TROIS DIMENSIONS 


$ 1. — (ÉNÉRALITÉS 


256. Définitions des coordonnées. — Étant donné 
un trièdre trirectangle Oxyz (fig. 80), on considère 
les trois arêtes de ce trièdre comme trois axes, 
appelés axes de coordonnées, sur lesquels des sens 
positifs sont déterminés. | 

Le sens positif sur Ox est celui de O'vers ess 
sens positif sur Oy est de O vers y; le sens Dositie 
sur Oz est de À vers z. 

Le point O est appelé origine de coordonnées et les : 
plans des faces du trièdre sont les plans des coor- 
donnees. 

Ceci posé, soit M (fig. 80) un point quelconque de 
l’espace et menons par M trois plans MmPm', MmQm/, 
MneRm" respectivement perpendiculaires aux trois 
axes Ox, Oy, Oz et qui les s coupent en P, ONRSESS 
trois segments OP, OQ, OR, ainsi détec sont, 
en ie et en signe, ce se on appelle 1e trois 
COOTr ON du nr M. | 

OP est ce qu'on appelle l'abscisse et se désigne 
ordinairement par la lettre x; OQ se nomme l'or- 
donnée ou l'éloignement et se représente par la lettre 
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ap: OR se nomme la cote et se représente par la 
lettre z. 

Tout point Mde l’espace a ainsi trois coordonnées, 
LU, 2. 

Réciproquement, étant donnés trois nombres, +, 


+ — 


= 
RE 
es 


y, 3, il existe un point M et un seul dans l’espace 
qui à pour coordonnées ces trois nombres. Pour 
l'obtenir, on porte, sur Ox, OP— x; sur Oy, O0 — y; 
Ébeur 07 OR=—=2%4 Rares trois points P,O;R,on 
mène trois plans respectivement perpendiculaires sur 
Ox,Oy,0z3; ces trois plans se coupent en un point M 
et un seul. 

On peut remarquer que les trois plans qui projet- 
tent M forment, avec les trois plans de coordonnées, 
un paralléllépipède rectangle dont les trois dimen- 
sions sont les valeurs absolues des trois coordonnées. 
_ Les segments »M et OR sont égaux, parallèles et 
de même sens; on peut donc dire que la cote z est le 
segment mM. De même, les deux segments Pm et 
OQ sont égaux, parallèles et de même sens ; on peut 
dire aussi que le segment Pr est l’ordonnée ou l’éloi- 
gnement 7. 
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251. Analogie avec la Géométrie descriptive. 
— Au fond, il est aisé de se rendre compte qu’on 
définit la position d’un point dans l’espace en géo- 
métrie analytique de la même facon qu’en géomé- 
trie descriptive. 

Admettons que le plan x0y soit Lorizontal et pre- 
nons le plan x03 comme plan vertical de projection ; 
le plan yOz sera un plan de profil. La ligne de terre 
sera la ligne .x'Ox et on peut admettre que l’origine des 
coordonnées O est le milieu de Ia feuille de lépure. 

Dans ces conditions, 2 est la projection horizontale 
de M; 77" est sa projection verticale; m'est sa projec- 
tion sur le plan de profil. 

Dans l'épure, le plan vertical xOz est rabattu, autour 
de Ox, sur le plan horizontal xOy, et la droite Pm'se 
place en prolongement de Pm pour former la ligne 
de rappel. 

L’abscisse x est alors la distance de M au plan de 
profil yOz, comptée positivement quand M est à droite 
et négativement quand M est à gauche du plan de 
profil. | 

L’ordonnée, ou l'éloignement y, est la distance de 
M au plan vertical x0z; elle est positive quand M est 
en avant, et négative quand M est en arrière du plan 
vertical. 

La cote z est la distance de M au plan horizontal 
x07y ; elle est positive quand M est au-dessus, et 


négative quand M est au-dessous du plan horizon- 
tal. 


258. REMARQUE I. — Les coordonnées de l'origine 
SDDÉS 
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Pour un point situé sur Ox, on a : y —0, z—0; 

Pounun/ point situé sur0OY, na: Z— 0,5 —0; 

Pour un pomntsitué sur Ozon a: T0, ÿ—0: 

Lorsqu'un point est situé dans l’un des trois plans 
de coordonnées. l’une de ses trois coordonnées est 
nulle. 


Pour tout point du plan horizontal xOy, la cote est 
nulle 0; 

Pour tout point du plan vertical xOz, l’éloignement 
DUC 0: 

Pour tout point du plan de profil yOz, l’abscisse est 
HULL T0. 


259. REMARQUE IT. — Les trois plans de coordonnées 
prolongés en tous sens, partagent l’espace en Auit 
parties. Les signes des trois coordonnées d’un point 
suffisent pour fixer dans lequel des huit trièdres se 
trouve le point. 

Voici le tableau de ces signes : 


TRIÈDRE 


à 
t2 


La 


DERRE 
[II I++++ 


© 
Ë 
+ IE 


Dans la figure 80, le point M.est dans le trièdre 
Oxyz; ses trois coordonnées sont positives. Le point 
M’ a un éloignement positif, mais une cote et une 
abscisse négatives ; ilest dans le trièdre Ox'yz". 
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260. Equation d’une surface. — Considérons une 
surface S (fig. 81) et un trièdre d’axes de coordonnées 
Oxyz.Soit 72 un point du plan horizontal x0y.Menons 
par m» une parallèle à Oz qui coupe la surface S au 
point M de coordonnées x, y, 2. 

Remarquons d’abord que si on considère le point»? 
dans le plan horizontal, il a précisément pour coor- 
données dans ce plan, par rapport aux axes Ox et Oy, 
l’abscisse x et l’ordonnée y du point M. Se donner le 
point », c’est donc se donner arbitrairement x et y. 

Cela étant, mesurons le segment mM qui est la 


cote z de M et recommencons cette opération en 
faisant varier, de toutes les manières possibles, la 
position de » dans le plan x07y. À chaque position de 
m, c’est-à-dire à chaque couple de valeurs de x et y, 
correspond un point M de la surface S et, par suite, 
une valeur de z. 

En d’autres termes, quand on se donne les coor- 
données x et y d'un point M de la surface, la cote z 
est bien déterminée. Il doit donc exister, entre les 
coordonnées x, y, =: d’un point quelconque de la 
surface, une relation qui permet de calculer z quand 
on connait x et y. 
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Cette relation est ce qu'on appelle l'équation de la 
surface. 


En résumé : 

L'équation d'une surface est une relation qui est 
vérifiée par les coordonnées de tout point de la sur- 
face. Cette équation permet de calculer l’une des coor- 
données d'un point de la surface connaissant les deux 
autres. 


261. Réciproquement, tous les points dont les coor- 
données vérifient une relation sont situés sur une 
certaine surface. 

En effet, cette relation fait correspondre à tout 
système de valeurs de x et y, une valeur de z. Si 

. donc, on marque dans le plan xOy, le point m de 
coordonnées x et y et si on prend sur la verticale Mm 
un point M de cote z, donnée par la relation, lorsque 
le point m se déplacera dans le plan horizontal, le 
point M décrira une surface S. 

Les coordonnées de tout point de cette surface 
vérifient la relation en question qui sera, par suite, 
l'équation de cette surface. 


262. Équations d’une ligne, — Dans l’espace, une 
ligne L est l'intersection de deux surfaces S et S’. 

Un point quelconque de la ligne est donc situé, à la 
fois, sur les deux surfaces S et S'; les coordonnées 
de ce point vérifient- donc, à la fois, les équations 
des deux surfaces. | 

Réciproquement, tout pointdontles coordonnées vé: 
rifient à la fois les équations des deux surfacesSet S’, 
est situé à la fois sur ces deux surfaces, et par suite, 
sur leur intersection qui est la ligne L. 
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Les coordonnées de tout point d’une ligne vérifrent 
donc deux relations qu’on appelle les équations de la 
ligne. 

263". Cosinus directeurs d’une direction. — Soit OD 
une demi-droite issue de l’origine O des coordonnées (fig. 82). 


Pour définir la position de cette demi-droite, il suffit de se 
donner les trois angles à, 6, y qu'elle fait avec les directions 
positives Or, Oy, Oz des axes. | 

Au lieu de se donner «, f, ;, il est souvent plus commode de 
se donner les cosinus de ces angles : cos «, cos 8, cosy, qu'on 
appelle cosinus directeurs de la direction. 


264. Théorème. — La somme des carrés des cosinus direc- 
teurs d'une direction est égale à 1. 

Prenons, en effet, sur la droite OD un point A tel que 
OA — 1. Figurons le parallélépipède rectangle dont les trois 
dimensions sont les coordonnées de A (fig. 82). Ces trois 
coordonnées OP, OQ et OR ne sont autre chose que les pro- 
jections du segment OA sur Oz, Oyet Oz. On a donc (n° 443). 


DRE D SRE es à 
OP — OX vos (rOD) ="1"cos x =tcoste 
FN ES. mn LES 
OQ = OA cos (yOD) — cos B, 
—— —__— DAT 
R = OA cos (z0OD) = cos y, 
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Or, dans un parallélépipède rectangle, la somme des 
carrés des trois dimensions est égale au carré de la diago- 
nale. On a, par suite, 


App? 


OP LE 00 
et, enfin, 


cos? a + cos? $ + cos? y — 1. 


$ 2. — LE PLAN 


265. Plans paralleles aux plans de coordonnees. 
— Considérons un plan H (fig. 83) parallèle au plan 


Fig. 85. 


zOy: Il coupe Oz en À. Il est clair que tous les 
points M de ce plan ont même cote, car ils sont à la 
même distance du plan xOy et cette cote est égale 
à OA—a. 

Pour qu'un point M soit dans le plan H il faut et 
il suffit que l’on ait 


Zz = 4. 


c'est l'équation du plan H. 
De même un plan de front, parallèle au plan xOz 


t 


PES APS ST EU PR 
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a une équation de la forme 


Y —Q, 


car tous ses points ont même éloignement. 
Enfin, un plan de profil, parallèle au plan y0Oz a 


une équation de la forme 
L—=0, 


car tous ses points ont même abseisse. 


266. Plans perpendiculaires aux plans de coor- 
données, — L'équation d'un plan perpendiculaire à 
un plan de coordonnées est identique à celle de sa 
trace sur ce plan. 

Considérons par exemple un plan véto P (fig. 84), 


Fig. 84. 


(perpendiculaire au plan horizontal x0y) qui coupe 
le plan xO0y suivant la droite À B. Pour qu'un point 
M soit situé dans le plan P il faut et il suffit que sa 
projection horizontale 7» soit située sur sa trace 
horizontale AB. Or, si les coordonnées de M sont. 
x, y, z, celles de m sont x, y. 
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L'équation de la droite A B dansle plan x0y (n°132) 
est de la forme : 


ax + by +c—=0o (1) 
et pour que >» soit sur AB (et par suite M dans Île 
plan P) il faut et il suffit que x et y vérifient l’équa- 
tion (1) qui, par suite, est l'équation du plan P, 

On prouverait de la même facon que l'équation 
d’un plan de bout, perpendiculaire au plan :0x, est 
de la forme : 


ax+bz+c—=o; 
et l'équation d’un plan parallèle à la ligne de terre, 
perpendiculaire au plan yOz, est de la forme : 

ay + bz + c—o. 


261. Plan quelconque. — Soit Q (fig. 85) un plan 
quelconque. Abaissons de l’origine O une perpen- 


Fig. 85. 


diculaire OH sur le plan et désignons par «, 5 et y 
les angles qu’elle fait avec Ox, Oy et Oz. 


== 
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Posons OH — p. 

Cela étant, prenons un point quelconque M dans 1e 
plan Q, abaissons la perpendiculaire M 72 sur le plan 
xOy et la perpendiculaire mPsur O7 

OP=x, Pm—7y, mM—3 sont (n° 256) les trois 
coordonnées du point M. 

Joignons MH, on voit que le segment O1 OH est la 
résultante des segments OP, Pm, mM et MH. 

Si donc on projette sur un axe quelconque, on a, 
en vertu du théorème des projections (n°414), 


proj. (OP)+proj.(Pm) + proj.(mM)+ proj. (MH) 
— pro. (OH). (1) 


Projetons sur l'axe OH ; nous aurons : 


proj. (OH) OH — p. 


En portant dans (1) on a finalement : 


XCOS a+ y. COS $ Hs. COS Y 


P =0. (2) 


c'est l'équation du plan Q. Elle est de la forme 


ax + by + cz + d = 0. 


268*. Réciproquement, toute équation de la fürme 
ax + by +cz+d—=o (3) 


représente un plan. 
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Pour le prouver, il suffit de prouver qu’on peut déterminer 
K, «, B, y, p de façon que l'on ait : 


LACOSTE 


RGO CEA | (4) 
KRicospesre, d 
— Kp = d. 


car, si c'est possible, l'équation (3) s'écrit 
K cos a.x + K cos 8.7 + K cos y.: — Kp = 0 


et, en divisant par K, on retrouve l'équation (2) qui est bien 
l'équation d’un plan. 

Faisons la somme des carrés des trois premières équations 
(4) ;:1 vient : 


K? (cos?« + cos°B + cos?) — a? + b? + c° 
or, comme nous l’avons vu (n° 264*), on a : 
cos? + cos’6 + cosy = 1 


et, par suite, .. ; 
Ke ai D? + ci, 


Li EuT orraEepe 


K étant connu, on a, alors, 


a b 
ÉTSAE OS 
Va + bi L 6? Ve LT 
C 
COS Y — ) 
TV yaepe pe; 
—d 


La détermination de K, «, 6, ;, p est donc possible et, par 
suite, l'équation (3) représente bien un plan. 


269*. De plus, Les formules (5) donnent les cosinus directeurs 
de la perpendiculaire OH à ce plan. 
La formuie (6) donne là distance p de l'origine à ce plan. 


MAS ET 7 
ES 


7 29 


ce En d'u, 2 arf 


232 COURS DE MATHÉMATIQUES 


,, : 
210. Résumé. — L'équation d'un plan est une 
équation du premier degré en x, y, 3 de la forme 


ax + by +cz+d—o. 


Si l'équation ne contient que deux variables le 
q I 

plan est perpendiculaire à l'un des trois plans de 

coordonnées : 


ax + by +d—o, plan vertical; 
) ax + cz + d—o, plan de bout; 
by + ez + d—o, planparal.aà la ligne deterre. 


Si l'équation ne contient qu'une variable le plan 
est parallèle à un plan de coordonnées: 
TL = 4, DANCE POE 
Ye 0 ODA COTON 
2 = C, /JNGTOMOTLEORAIQEE 


Si l'équation ne contient pas de terme constant 
(d— 0) le plan passe à l’origine. 


271. Problème.— Reconnaitre la position dun 
plan donné par s n équation. 
Voici quelques exemples : 


AN 
est l'équation d’un plan horizontal à la cote 3. 
LT Y —2=0 | 


est l'équation d’un plan vertical dont la trace horizon- 
tale est la droite représentée par cette équation. 
Cette droite coupe Ox (fig. 84) au point A d’abscisse 
z—2; elle coupe Oy'au point B d'ordonnéey== 
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L’'équation 


2XLYHZ—-A—=0 


est celle d’un plan quelconque. Pour fixer la position 
de ce plan, cherchons les coordonnées des points où 
il coupe les trois axes. Au point À où il coupe Ox, 
ONA /—0,z—0 et, par suite, en vertu de l'équation, 


2T— —0 OURS 


Au point B où il coupe Oy on a x —0, z—0 et, par 
suite, 


Tel OMOURUY EU: 


Enfin au point C où le plan coupe Ozona:x—o 
y —=0 et l'équation donne : 


Pt eiOS OÙ 1:27 2%. 


_272*. Plans parallèles. — Soient: 


ax + by +cz:+d—=o, (1) 
a'x+ b'y+c'z + d'—=o, (2) 


les équations de deux plans. Pour qu'ils soient parallèles, il 
faut et il suffit que les perpendiculaires abaissées de l’origine 
sur ces deux plans coïncident et pour cela que ces deux per- 
pendiculaires fassent les mêmes angles avec les axes. 

Or, si la perpendiculaire abaissée de O sur le premier plan 
fait avec les axes les angles x, b, y on a, comme nous l'avons 


vu (n°s 267 et 268*) 


a b 
COS QG — ————"—, COS Ê = —, 
Va+bTEe Var Fe 
C 
COS ‘fi RS fn go em 
Va ++ 


De même, 4, ©, y! étant les angles que fait la perpendicu- 
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ie au second plan avec Léé axes, ON à : 


À ” 4 
«a 


Va? + D? + 2 pre E AL es 
SA 


COS y —= 2 —— 
Va” L"h'2 


cos æ— 


Pour que ces plans soient parallèles, il faut avoir 
3 . : ñ 


PRE CE av 


COS 4 — cos LIN COS PCs (sp cos ie cos y. Œ 

ce qui donne : 

| es 
Va + b+ . Verre AE 
be b' 


C | li FA 


Var Lie var 


L 


On en conclut 


— Vel 
VETEES 


En d’autres termes : 
Ne sue deux ne sortent parallèles, il He et il sie 


D ER RE 
4x + 27 — 25 +1 
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sont parallèles car on a bien : 


274" Application.— L'équation du plan parallèle à un plan 
donné et passant par l'origine s'obtient en supprimant dans 
l'équation de ce plan le terme constant. 

En effet le plan 


ax + by + cz —=0 
est bien parallèle au plan 


ax +by+cz:+d—=o 


et il passe à l’origine, car il est vérifié par les coordonnées 
MON = 0,20 1de l'origine. 


$ 3.— LA DROITE 


215. Équations d'une droite. — Une droite est 
l'intersection de deux plans. Si donc 


CAT br Cz + d— 0, 


( ax + b'y + cz+ d'— oo, (1) 


sont les équations des deux plans, les coordonnées 
x, y, d'un point quelconque de la droite vérifient 
ces deux équations. Inversement, tout point dont les 
coordonnées satisfont, simultanément, aux deux 
équations (1) est situé à la fois dans les deux plans 
et, par suite, sur la droite. 

Les deux équations (1) sont donc les équations de 
la droite. | 

Au lieu de prendre deux plans quelconques pour 
définir une droite il est, en général, plus simple de 
prendre deux des plans qui projettent la droite sur 
les plans de coordonnées. | 
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2176. Droite quelconque. — On définira une droite 
quelconque par le plan vertical qui la projette 
horizontalement et le plan de bout qui la SA 
verticalement. 

Les équations de la droite seront, alors, 


çy —ax+b (plan vertical), 
{z—cx+d (plan de bout). 


On peut remarquer que y — aX + b est aussi 
l'équation de la projection horizontale de la droite, et 
que z— cx + d'est l'équation de sa projection verti- 
cale ; car nous avons vu (n°266) que l'équation d’un 
plan perpendiculaire à un plan de projection est 
identique à celle de sa trace sur ce plan. 


217. Droites parallèles aux plans de projection. 
— Lorsqu'une droite est parallèle à l’un des plans de 
projection, les deux plans qui la projettent sur les 
deux autres plans de projection sont confondus en 
un Seul. La droite est donc définie par ce plan et 
celui qui la projette sur le plan auquel elle est paral- 


lèle. 


278. Droite horizontale. — Une droite horizontale 
est l'intersection d’un plan horizontal et d’un plan 
vertical. Les équations sont de la forme : 


ee 


— ax + b ‘(plan vertical), 


Pl. 0 
t1 


te (plan horizontal). 


219. Droite de front. — Une droite de front est l’in- 
tersection d'un plan de front et d’un plan de bout ; 
elle a donc deux équations de la forme : 

(-z —ax+ 0". (plan de bout), 
PE (plan de front). 
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280. Droite de profil. — Une droite de profil est 
l'intersection d’un plan de profil et d’un plan paral- 
lèle à la ligne de terre Ox. Ses deux équations auront 
donc la forme : 


(y —= az + b (plan parallèle a Ox), 


lx— 0, (plan de profil). 


281. Droites parallèles aux axes. — Lorsqu'une 
droite est parallèle à un axe, elle est perpendiculaire 
à un plan de coordonnées ; tous les points de cette 
droite se projettent alors sur ce plan au même point 
qui est la trace de Îa droite. 


282. Verticale. — Tout point M d’une verticale a 
même abscisse et même 
éloignement que sonpied A 
(fig. 86) dans le plan xOy. 
Si donc «a, b, sont les 
coordonnées du point À, 
on a pour tout point M de 
la droite : 


Lit, 1P=e 0" 
ce sont les équations de la Fig. S6. 
droite. 


Ces deux équations représentent aussi deux plans 
l’un de profil, l’autre de front qui se coupent suivant 
la verticale, 


283. Droite de bout. — Tout point N (fig. 86) d’une 
droite de bout a même abscisse et même cote que le 
pied B de cette droite sur le plan x0z. Si donc c et d 
sont les coordonnées de B, on a, pour tout point de 
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la droite, 


ce sont les équations de la droite. 

Ces deux équations sont aussi celles d'un plan de 
profil et d'un plan horizontal qui se coupent suivant | 
la droite. 


284. Droite parallèle à Ox. — Tout point P (fig. 86) 
d’une parallèle à Ox a même éloignement et même 
cote que son pied C dans le plan y0z. Les équations | 
de la droite sont donc 


VE; ZA 


qui représentent aussi un plan de front et un plan 


horizontal. 


285*. Problème. — Equation d'une droite passant par deux 
points. 

Soient À et B (fig. 87) deux points de coordonnées x, y, 1 
et Z2, Vs, 2. La droite AB sera définie par les équations de ses 
deux projections horizontale et verticale. 


b (&, 
æ CL ren X2) 


A(ZY%/ 


! 
i 
0 
' 
î ! 
1 
l 
! 


Fig. 87. 


Soient a et b les projections horizontales de A et B. Les 
coordonnées de a et b sont x, y1 et x: y». Nous sommes rame- 


D EE a Et M M 0 2 ee ES se D 2 
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nés à un problème connu de géométrie à deux dimensions 
(n° 438): trouver l'équation de la droite ab qui passe par deux 
points. Cette équation est : 
Moss 
Fe, RE mi). I 
Jar c's 2, =, ( ) (1) 
De même, les coordonnées des projections verticales a/ et br 
de A et B sont x, z, et x: . L'équation de la droite a/ b' dans 
le plan :0x est donc : 


ee el (2) 


qui se déduit de l’équation (1) en remplaçant la lettre y par la 
lettre z. 

Les équations (2) et (1) sont les équations de la droite AB, 
on peut les réunir ensemble et les mettre sous la forme : 


Le X j runs 34 FA V4 pa SAT STE 3} 
XX, FA D D Are #1 
$ 4. — LA SPHÈRE ET LE CERCLE 
286". Distance de deux points. — Soient (fig. 88) deux 
points À de coordonnées x, y, z et B de coordonnées x’, y!, z!, 


Pour calculer la distance d de ces deux points, projetons-les 


2 A 
1 
! 
Û 
0 
} 
1 
Û 
1 
! 
Û 


(242) 


B{/xz,y,x) 


en a et b sur le plan horizontal et menons la parallèle BC à ab 
qui coupe Aa en C. 


dater R Ag Pa, APE NL ES 
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Dans le triangle rectangle ABC on a : 


AB — AC + BC ACC SSSR) 
or, les coordonnées de a et b étant x, yet x' y' on a, d'après la 
formule de géométrie plane (n° 443) 


ab” = (x — x} + (y — 7}. 


D'autre part, on a aussi : 


on en conclut, en remplaçant ab? et CA par leurs valeurs 
dans (1), 


c'est la formule cherchée. 

Le carré de la distance de deux points est égal à la somme des 
carrés des accroissements des trois coordonnées quand on passe 
d'un point à l'autre. | 

287. Équation d’une sphère. — Soit (fig. 89) une sphère 
de centre C de coordonnées a, b, c et derayon KR. 


Fig. 89. 


Soit M un point de coordonnées x, y, z. Pour que ce point 
M soit situé sur la sphère, il faut et il suffit que l’on ait 


CM° = R2. 


5 E et a où L'Ué eE TANS NS ESS ES PS RSS 


VOTE 


LA SPHÈRE ET LE CERCLE 241 


or, d'après la formule qui donne la distance de deux points 


(n° 286*) 


CM (x — a) (y be + (e — 0); 
on a donc : 

œ@— af +(y— db} +) —R—o, (2) 
c'est l'équation de la sphère, car c’est la relation nécessaire et 
suffisante entre x, y, z pour que M soit situé sur la sphère. 

288*. — Développons l'équation (2) ; elle s'écrit : 
x? + y? + 2? — 2ax — 2byÿ — 203 + a? + b? + ©? — R? — 0. 
Elle est de la forme : 
2? + y? + 3° — 2ax — 2by — 2c3 + d — 0, 
en posant 
a? + b+c—R'— d. 
EXEMPLE. — L'équation 
Æ + y + — 2x +2y +z—o 


représente une sphère qui passe par l’origine des coordonnées, car 
son équation est vérifiée quand on fait x — 0, ÿ — 0,3 = 0. 
On a ici: 
—924— —92, —2b—2, — 2c —1 


a + + c— R?—o); 


on en tire : 
HD ete t c=——, 
2 2 1 4 
R = @ + bp + ce =: ENTRE RAP 
LR 
Er 


Les coordonnées du centre de la sphère sont donc 


I 
Dent 


ü 
et son rayon est égal à pas 


BourLerT. Cours de math. 16 


1 ER AE 
AL nt: AU YAIADAVIEE 
put 


A L #52) 


centre dé la ee est l’ drigine des coordonnées, on a : A 


dre 


4 = 0 
et l'équation de la sphère est : 


+ Her € 


considéré comme étant l'intersection d'une sphère et d’un plan. 
Les coordonnées d’un point quelconque du cercle vérifien 


donc; à la fois, l'équation de la sphère et l'équation du plan 


wi 


Ces deux équations sont de la forme. ? 2 £ Er 
(Ça y+ 7 rar — aby - — 203 F ne to Chère, _ 
À ae By + Gr Don o{nn | SANS 


ce sont les Ur d'un cercle. Car les coordonnées de! ‘ u 


(1) 


tout point dont les coordonnées Pope à au 


ï } une (x est situé, à la Lie sur la sphère et le plan don 
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